Matematika A3 (kézlekedésmérnbkoknek), 2016 Gsz
1. zh.

A rendelkezére dllo idd 90 perc, indoklds nélkiili eredménykdzlés nem fogadhato el.
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1. Hatarozza meg a Y, ((—3)" : 2n 2—: 3) - (24 2i)™ sor konvergenciakorének kozéppontjat és
n

n=0

sugarat! (442 pont)
2. Oldja meg a komplex szdmok halmazan a  sh(inz) +i =0 egyenletet! (10 pont)

3. Tekintsiik a C-n értelmezett  f(z) = (z 4+ 2Z) - Im(2) + (2 — Z) - Re(z)  komplex fliggvényt! Adja
meg, hogy f a C mely pontjaiban a) differencidlhatd, b) reguléaris? (8+2 pont)

4. Ha van, adja meg az u(z,y) = e ®cosy + 22 — y? fiiggvény azon v(w,y) harmonikus tarsat,
mellyel az f = u + v fliggvény regularis lesz és melyre f(%) = —%2 + 2i teljestil! Adja meg az igy nyert
v-vel és az u-val megadott f = u + iv komplex fliggvény derivaltfiiggvényét! (8+2 pont)

5. Szamitsa ki az alabbi integralokat és a végeredményt adja meg algebrai alakban,

a) /Re(3z2)dz, b) /e*iz dz

G H

ahol G az 1 kezd&pontt, 14 2i végponti egyenes szakasz és H a 0 kezdSpontu és i + 7 végponti egyenes
szakasz. (644 pont)

6. Szamitsa ki az alabbi integralokat! A gorbék, melyeken integralni kell, pozitivan vannak iranyitva.

747 pon
(747 pont) ., / e ! / i
(z—i)(z2+2) (z —m)3

|z—1|=5 |z|=6
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1. Az Y a,(z — z)™ alakkal Gsszevetve: zg = —2i és a Cauchy—Hadamard-tétel alapjan:
n=0
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- — = 5 =
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+i=0

Legyen w = €'™*:

w2+ 2iw—1=0

(w+i)? =0
w=e" = —j
6i7TZ _ 671’%
iy = —z% + 2mik
1
= —— +2k
z 5 +

ahol k € Z.

3. f(z+iy) = (z+iy+x—iy)y+ (v +iy—x+iy)r = 2zy + 2zyi. A Cauchy—Riemann-egyenletrendszer:
2y =2z
2y = 2z

Ami z # 0-ra nem teljesiil. De 0-ban igen, és mert (2xy,2zy) totéalisan differencialhato ezért ott f
komplex modon is differencidlhaté, vagy

2xy + 2xyi

. . (2zy + 2wyi) (v — iy)
lim - = lim
z+iy—0 X 41y xr+iy—0 2 + 92
. 222y + 222yi — 2xy%i + 2xy?
= lim 3
z+iy—0 T4 + y2
. 2xy(r +y) + 2zyi(z —y)
lim
x+iy—0 2 + y2

2r2 cos @ sin ¢(r cos ¢ + rsin @) + 212 cos @ sin @i(r cos ¢ — 7 sin @)
r—0 r2

= 1irr(1)2cos<psingo(rcosg0+rsin<p) + 2cospsinp(rcosp —rsing)i =0
r—

mert korlatos szor nullhoz tart6 alaki, vagy

lim (z+2%)-Im(2) + (2 — 2) - Re(2) ~ Jim(z +7)- Im(z) t(z—7)- Re(2)

z—0 z z—0 z z

=0

mert korlatos szor nulldhoz tarté alakuak. Tehat z = 0-ban C-differencialhaté és sehol sem regularis.
4. Vil4gos, hogy u(x,y) = Re(e ™*~% + (x + iy)?), ezért

v(z,y) = —e Tsiny + 2zy + ¢



De a feltétel szerint f(0+ ZF) = 7%2 +i(—-1+4¢) = 7%2 + 2i. Tehat ¢ = 3.
f(x+iy) = —e T cosy + 2z +i(e” *siny + 2y)

5. G az 1 kezd6pontu, 1 + 2i végpontu egyenes szakasz: z(t) =1+ 2it, 0 <t <1, 2(t) = 2i

1
/Re(322) dz = /3302 —3y?d(z +iy) = /(3 — 12¢*)2idt = 2i [3t — 4t3}(1) =2
t=0
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(l‘e—iz> — e~ t®
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ezért F(z) = L' primitiv fiiggvénye f(z) = e **-nek, ezért alkalmazhatjuk a komplex Newton—
Leibniz-tételt:
" 1T . .
/ e dz = [,e—”} = e ™) el = el T = —je —i=i(—e—1)
—i
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z+1 z+1
/ z.+1 Ay — / 2 g, 4 / I P
(z=19)(z+2) z—1 z+2

|z—1|=5 |z—i|=1 |z+2|=1

ahol a szamlalokban a tortek a korlapokon mar regularisak

z+1

1
s +omi
. z

1+ 1 1
*=2 dz = 2mi 2mi—— = 4ri
iy D) z T + 2m - T

142 241

T lle=—2

/ % dz =mi(—sinz)|,—n =0
|z|=6

ahol a 2. derivaltra vonatkoz6 Cauchy-formulat hasznaltuk.



