Mat. A3 3. feladatsor 2016/17, elsé félév

1. Kétvdltozos fligguényekre vald visszavezetéssel bizonyitsuk be, hogy az f(z) = |z| és g(z) =
az+b (a,b € C) figguvények mindeniitt folytonosak!

Megoldds: f(x + yi) = v/x? + y? folytonos mint kétvaltozos fliggvény.
g(x + yi) = (a1 + azt) (@ + yi) + (by + b2i) = (a12 — agy + b1) + (a2® + a1y + b2)i, és az
u(z,y) = a1z — agy + by és v(x,y) = asx + ary + be kétvaltozos fliggvények folytonosak.

2. Hatdrozzuk meg a kévetkezd komplex fiigguények hatarértékét zo-ban, ha létezik! Lehet-e
eqy fligguényérték megudltoztatdsdval mindeniitt folytonossd tenni a fligguvényt?
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Megoldds: a) Nincs hatarértéke, mert kiilonb6z6 gorbéken tartva a 0-hoz més-maés

hatarértéket kaphatunk. Pl. a z(t) =t (¢t € R) gorbén %iné% =1, mig a 2(t) = ti
—
(t € R) gorbén 1%in(l) =t = —1. Igy folytonossa sem tehets.
—

b) Legyen f(z) = Zi‘fz Mivel 0 < |f(2)| = |Rez| < |z| = 0, ha z — 0, a rendérelv miatt
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\/xQ + y2 \/xQ + y2
valos és képzetes része is folytonos, kétvaltozos fliggvény, tehat f(z) mindeniitt
folytonos lesz, ha a 0-ban 0-nak definialjuk.

c) A zp = i-ben a nevez$ és a szamlalo is 0-hoz tart, mert folytonosak és i-ben 0 az
értékiik. A polinom gydkhelyéhez tartozo gyoktényezét ki lehet emelni: 24 +322 +2 =

4 2
3 2
(2 — )(23 + i22 + 22 + 2i), tehat lim 2 T2 _ Jim 23 452?422 + 2 — 2.
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Minenhol mashol folytonos a fiiggvény, mert két folytonos fiiggvény hanyadosa, nem
nulla nevezdvel, igy ha a fiiggvényt i-ben 2i-nek definialjuk, akkor mindenhol folytonos
lesz.

lim |f(z)] =0, és igy lim f(2) =0. z = x +yi # O-ra f(z) =
z—0 z—0

3. Differencidlhatok-e valahol az alabbi komplex fligguények? Ahol differencidlhato, ott adjuk
is meg a derivdltat!

a) |27 b) cosz
Megoldds:  a) u(z,y) = 22 + 2, v(x,y) = 0, mindketts differencialhato kétvéltozos
figgvény. Ezekre u, = 2z, vy, = 0, uy, = 2y és v, = 0. Tehat u, = v, és u;, = —v,

csak akkor teljesiil, ha z = z + yi = 0. Tehat egyediil 0-ban differencialhato a |z|?
fiiggvény, és ott a derivaltja u, + iv, = 0.

b) cos(z + yi) = cos(x — yi) = cosxcos(yi) + sinzsin(yi) = cosxchy + isinxshy =
u(z,y) + w(x,y). A kapott u(x,y) = cosxzchy és v(x,y) = sinxshy kétvaltozos
fliggvények mindegyike differencialhatéo. A Cauchy—Riemann-differencidlegyenletek
szerint az f fiiggvény differencidlhatosdgahoz az kell még, hogy u, = v, és uy = —v,
legyen. u, = —sinxchy, v, = sinxchy, u, = cosxshy, é v, = coszshy, tehat
a két egyenlet csak akkor teljesiilhet egyszerre, ha sinxchy = coszshy = 0. De
chy > 1 minden y-ra, tehat sinx = 0, azaz x = kn valamely k € Z-re, és a masodik
egyenletbs] shy = 0, ezért y = 0. Igy a fiiggvény a z = kr helyeken differencialhato,
és itt a derivaltja u, + iv, = 0.

4. Hatdrozzuk meg azt a reguldris f(z) = u(x,y) + iv(z,y) fliggvényt, amelyre
W) u@,y) = =, (5,y) £(0,0), f(M)=L; b) v(wy)=2y(e+1), f(i)=2i1.
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Megoldds:  a) u, =

—v,. A masodikbél v =

fiiggvénnyel), és akkor v, = + ¢'(y), tehat u, = v, miatt ¢’(y) = 0, azaz

g(y) = C konstans. Igy v(z,y) =

1 c_ 1 . 0 2 _ z oy oz 1
;-I—C'Z—;,tehatC'—O,esf(z)—x2+y +2x2+y _|z|2_;
b) uy, = vy, =2(x+1), és uy = —v, = —2y. Igyux Y) f2 (x+1) dx—(x+1) +g(y),

amib6l u, = ¢'(y) = —2y, tehat g(y) = —y* + C, ezért u(z,y) = (z + 1) —y* + C,
és flx +yi) = (x+ 1) —y?> + C +2y(x + 1)i. Az f(i) = 20 — 1 feltétel miatt
2i—1=1—-14C +2i, tehat C = —1, és f(z +yi) = (x+ 1) —y? +2y(x +1)i — 1.
(A fiiggvényt kifejezhetjiik z-vel is: f(x) = 2% — y? + 2xyi + 22 + 2yi = 22 + 22.)

5. Hatdrozzuk meg az alabbi komplex hatvanysorok konvergenciatartomdnydnak kézéppontjdt

és sugardt, valamint a c)-beli hatvanysor dsszegfiigguényét!
2
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Megoldas:  a) Gyokkritériummal: *\L/
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. A konvergencia-kozéppont 0, a konvergenciasugéar -.
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b) Hanyadoskritériummal (a faktorialis miatt):
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konvergencia-koézéppont ¢, a konvergenciasugar e.

c¢) Gyokkritériummal: » ﬁ|z + it = /n-|z+4|TD/™ 24| < 1 esetén abszolut
in

konvergens a sor. A konvergencia-kézéppont —i, a konvergenciasugar 1. Ahol a sor
abszoh’lt konvergens:
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6. Szdmitsuk ki az f(z) fliggvény integrdljat a megadott G gorbe mentén:
a) f(z) =122 =2z, G: |2| =2, Rez >0, Imz >0, a kir negativ irdnyitdsa szerint;
b) f(z) =Re(z+22), Gay=2? (0<z<1) egyenleti parabola a komplex sikon, és az
irany az x novekedésének iranya;
z+2
c) fz) =
d) f(z) =322 +22, Gazl—i,2—1i, 2+ pontokat ésszekitd tortvonal.
Megoldds: a) Az els6 siknegyedbeli negyedkor paraméterezése negativ iranyban
z(t) = 2€, ahol ¢ Z-t6l O-ig megy. f(z(t)) = e — 4e™™, 2/(t) = 2ie",

, G alz| =2, Imz <0 kériv, pozitiv forgdsirannyal;
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f(2(t)2'(t) = —8e3 —8i, tehat fg z)dz = f /2~ 8e3it —8idt = [~ L Pt — 8it]:/2 =

8i— 22637”/2—{—4m (5 +4m)i— Si(cos 35 +isin 3) = -2 + (5 + 4m)i.

b) A gorbe paraméterezése z(t) =t +t%i (0 < ¢ < 1). Ebb6l 2/(t) = 1+ 2ti, f(z2(t)) =
Re(t+t%i+t2 —t* +2t3i) = Re ((t+1? - t4)+z‘(t2+2t3)) =t+12—t* és f(2(1)2 (t) =
(t+t2— t4)+z(2t2+2t3 2t°). Igy [, f(2)dz = Syttt dt+i [ 262 4203 245 dt =

(362 + 482 — 16°] 4 [3 t3+§t4_%t6}0:%+62'

2m 2m
, 2¢it + 2 . , :
c) z(t) = 2" (m <t < 2m), / 826:,: (2ie') dt = /22'6” +2idt = [2¢" + 2it] i” =
T ™

2e2™ — 2¢ “+2m‘—2—(—2)+27r—4+2m'
d) f(z)-nek van primitiv fiiggvénye: 23 + 22, igy fg z)dz = [23 + 2 } =2+ i)3 +
2+ —(1-i)3—(1—14)%=7+19.



