Mat. A3 5. feladatsor 2016/17, elsé félév

. Tekintsik az origo korili eqységkor x tengely foltti félkorivének kévetkezd paraméterezéseit.
I r(t) = (cost,sint), 0 <t <m;
IL v(t) = (t,VI—82), -1 <t <1;
HI. r(t) = (cos2t,sin2t), 0 <t < Z;
IV. r(t) = (cost, |sint|), 0 <t < 2.
Melyik paraméterezések irnak le egyenletes (palyamenti) sebességt mozgdast? Az egyenletesek koziil
melyik mozog lassabban, illetve gyorsabban? A mem egyenletesek hol mozognak lassabban, illetve
gyorsabban?

Megoldas: Az 1., TI1. egyenletes, de III. kétszer olyan gyors. IV. oda-vissza halad a gorbén,
csak (0,7)-n és (m,27)-n egyenletes, de nem a teljes palyan (m-ben nem is differenciadlhato a r(t)
fiiggvény). II. nem egyenletes, az elején és a végén gyorsabb, a kozepén lassabb.

. Milyen gorbét irnak le a kévetkezd fligguények?
a) r(t) = (2cost,2sint,t);
b) r(t) = (12,2 + 12,1 — 4¢?).
Megoldds:  a) Csavarvonal egy 2 sugart henger koriil.

b) Félegyenes, az © = u, y = 2+ u, z = 1 — 4u egyenes része, a paraméterezés kétszer jarja be a
félegyenest.
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. Paraméterezziik az x* +y? = 2% és az v+ y + 2z = 1 feliiletek metszetgorbéjét!

Megoldds: Helyettesitsiik be a masodik egyenletbdl kifejezett z = 1 — x — y ismeretlent az elsGbe:

2?2 +y? = (1 —x —y)?. Kiszorzas és atrendezés utan azt kapjuk, hogy 2ry — 2z — 2y +1 = 0, azaz
2¢ — 1 2z — 1
Yy = ﬁ, sigyz=1—-z—y=1—2a— 2i—2 = —x — 575" Tehéat a t = x paramétert
2t — 1 1
valasztva a gorbe az r(t) = <t, % 5 —t — m) fiiggvénnyel irhato le, ahol t # 1.

. Bizonyitsuk be, hogy azt = (3 — t,t? — 4,2t — 2) gérbe sikgirbe, és adjuk meg a gorbét tartalmazd
stk egyenletét. (Utmutatds: keressiik meg azokat az A, B,C, D paramétereket, amelyekre a gorbe
pontjai kielégitik az Ax + By + Cz = D egyenletet.)

Megoldds: Helyettesitsiik be a gérbe koordinatait az ismeretlen egyiitthat6ju Ax + By + Cz = D
stkegyenletbe: A(3—t)+ B(t? —4)+ C (2t —2) = D, azaz Bt> 4+ (—A+20)t+ (3A—4B -2C) = D
kell, hogy teljesiiljon minden t-re, azaz az egyenlGségjel két oldalan levé polinomok egyiitthatoi
megegyeznek: B =0, —A+2C =0,é334A—-4B —2C = D. Ebbsl B=0, A =2C, és D = 4C.
A C ismeretlen értékét tetszélegesen valaszthatjuk, pl. C' = 1-re megkapjuk, hogy a keresett sik
egyenlete 2x + z = 4. (Visszahelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy ez tartalmazza a megadott
gorbét).

. Szamitsuk ki a kovetkezd hatdrértékeket!

1
a) Mi a x(t) = <t, 2, W) limesze, ha a t paraméter 1-hez, oco-hez vagy —oo-hez tart?
Mit dllapithatunk meg ennek alapjin a gorbe menetérdl?

int 2+t t—1
b) lim (Sm g oty cos k) —?
t—0 t

s 2

2 2824+ 2t+3
¢) Tim <_, WAAFS oy —ﬁ> _

t—oo \ et 32 -2
Megoldds:  a) 1-ben (1,1, 400)-hez tart, azaz a gorbe két 4ga is (1-hez egyik vagy maésik oldalrol
tartva) az © = 1, y = 1 egyenletrendszerdi egyeneshez kozelit, mikézben z-vel tartunk a

végtelenbe. lim r(t) = (00,00,0) és lim r(¢) = (—o0,00,0). Pontosabban, a gérbe +oo-
t—00 t——00

ben a (t,t2,0), xy-sikbeli parabolat kozeliti, ugyanis a két fiiggvény kiilénbsége 0-hoz tart.
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b) lim Sl?t = 1 tanult limesz, hm T+ =limt+1=1,és hm“ﬁ%1 = lim %ltnt = lim ==t =
t—0 —0 t—0 t—0 t—0 t—0

—%. Az utobbiban ketszer alkalmaztuk a I’Hospital-szabélyt % tipustt limeszre. Tehat
}inér(t) =(1,1,-3%).
—

c) Az elsé két komponensben alkalmazhatjuk a I'Hospital-szabalyt <2 tipust limeszekre: lim z—i =

t—00
. ’ . 2 . . ’ -, .
fm S =l = 06 Jim St = i TR = m g = 5, 2 utolsondl pedig
ey il 1 TR T _ o (VIO WEFTHVE)
béviteni kell a négyzetgyokok Osszegével: tlggo Vit~ Vit = hnélo NS ERY =
(+D)—-t 1 _ P . . 2
tlggo NWseev i tll>r£o WEseev A Tehat a limesz tlggo r(t) = (0, 5,0).

6. Szdmitsuk ki az 1. és 2. feladat paraméterezett gorbéire a sebességuektorokat és a gorbementi
sebességet!

Megoldds: 1./1.: #(t) = (—sint,cost), [|r(t)] = 1.
1/IL: #(t) = (1, —ﬁ), [£(8)] = /1 + 1 = s
1./IIL.: ©(t) = (—2sin2t,2cos 2t), |r(t)| = 2.
1./IV.: A (0, ) intervallumon r(t) = (—sint,cost), a (m, 27) intervallumon r(t) = (—sint, — cost).
A gorbementi sebesség mindkét esetben 1, csak m-ben nem létezik a derivalt.
2./a): #(t) = (—2sint,2cost, 1), [#(t)| = V4sin®t + dcos?t + 1 = /5.
2./b): (2t,2t, —8t) = 2t(1,1,—4), |i(t)] = 2|t|v/18 = 6+/2]¢].
7. Hatdrozzuk meg a megadott gorbék érintdjének egyenletrendszerét a ty paraméterd pontban!
t+1 t
t)y=(t*, —, ——), to=1
CL) I‘( ) ( ) : t+ 1)7 0
1
b) r = (1—t, ln(1+t2), €t>, t(]:O

Megoldds: a) r(t) = <2t +, (t+1)2> igy az érint6 egyenes atmegy az r(1) = (1,2, 1) ponton, és

b ) 2
az iranyvektora r(1) = (2, -1, 411), az egyenletrendszere pedig z = 1+4+2s,y =2—35, z = % + is
(s € R).
b) ©(t) = <ﬁ, L?-—tt?’_e_t>7 tehat az érint6 egyenes atmegy az r(0) = (1,0,1) ponton, az

iranyvektora #(0) = (1,0, —1), az egyenletrendszere pedig x =1+ s, y=0,z2=1—35 (s € R).
8. Milyen gorbét ir le az r(t) = (t3,V/15) paraméterezés? Differencidlhaté-e az r(t) figguény a t = 0
pontban? Van-e ott a gorbének érintdje?

Megoldds: r(t) = (t,V15) = (t3,[t3|) az y = |z| fliggvénygorbét paraméterezi. Ennek 0-ban nincs
(-0 (B8

érintGje, de a paraméterezs fiiggvény differencialhato itt: r(0) = lim ——— = lim ———~= =
t=0 t—0 t—0 t
N L SN e y
lim —— = 1%111(1)(t ,t[t]) = (0,0). (Erint6t csak nem nulla érintévektor definial.)
—

t—0
9. Szdmitsuk ki a megadott gérbedarabok ivhosszdt!

a) r(t) = (t,2V13,t/8), 0<t<3
b) r(t) = (cost + tsint,sint — tcost,t), 0<t<1.
Megoldds:  a) r(t) = (¢,2t32,t/8), ©(t) = (1,3t2,V/8), |t(t) = VI+ 9 +8 =3Vt + 1, az
ivhossz [ |#(t)] dt = [ 3(t+1)1/2dt = [2(t + 1)3/2]2 —16-2=14.
b) ©(t) = (—sint + sint + tcost, cost — cost + tsint, 1) = (tcost,tsint, 1), [|F(t)] =

Vt2cos2t + 2sin®t +1 = V2 + 1, az fvhossz fol |t(t)|dt = fo V2 4+ 1dt. A négyzetgyokot
egyszertisithetjik, ha t = shu, dt = chudu helyettesitést végziink.

[V +1dt=[\/(shu)2+1-chudu= [ch®udu= [3+ Jch2udu=Lu+ish2u+C =
sarsht + $shuchu+ C = $In(t+ V2 + 1)+ 3tV/12 + 1+ C,

igy fo [t (t)| dt = [% In(t+ V2 + 1) + 2tvV/12 + 1]; = 1(In(1 +v2) + V2).
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10. Térjink dt itvhosszparaméterre a kovetkezd gorbéknél!

a) r(t) = (t,2V13,t\/8), 0<t<3

b) r(t) = (cos®t,sin’¢,cos2t), 0<t<Z
Megoldds:  a) A 9.a) feladat megoldasa szerint |#(t)| = 3v/t + 1, tehat ha s az r(0)-tol r(t)-ig
megtett at ivhossza, akkor s = j3\/md7' = [2(7’ + 1)3/2}; =24+ 1)%% -2, gy t =
(5+ 1)2/3 — 1. Ezt az r(t) fiiggvér(l]ybe behelyettesitve kapjuk a gorbe ivhosszparaméterezését:
e= (540201, 2((G+ 07 - )7, (4077 - 1) VB),
b) #(t) = (3cos®t(—sint), 3sin®tcost, 2(—sin2t)), |i(t)]> = 9cos*tsin®t + 9sin® tcos? t +

4sin®2t = 9sin®tcos®t(cos?t 4 sin?t) + 16sin®tcos®t = 25sin®tcos?t, igy |¢(t)] =
5|sintcost| = 5sintcost, ha 0 < t < T, mert itt sint, cost > 0. Tehat az r(0)-tol r(t)-

t
. o . . t . . . f2 .
ig terjeds ivhossz s = [5sinTcosTdr = [%(st T)]O = %sm2 t, tehat ¢t = arcsin %s, és az
0

ivhosszparaméterezés r = <cos3 <arcsin %s) , sin® <arcsin %s) , COS (2 arcsin %s)) =

((1-29)"". (29)™". 1),



