Mat. A3 8. feladatsor 2016/17, elsé félév

. Bizonyitsuk be, hogy a v(r) = (2x + 6xz, —2y, 322 — 322) vektor-vektorfiigguény forrdsmentes és
orvénymentes 1is.

Megoldds: divv(r) =2+ 6z —2 — 6z =0, tehat v forrasmentes.
rotv(r) = (0 -0, 6z — 6z, 0 —0) = 0, tehat v orvénymentes.

. Szdmitsuk ki a kévetkezd vektor-vektorfiigguények felileti integrdljdt a megadott felileteken!
a) v(r) = (z, —y, 2), F: r(u,v) = (u+2v, v, u—v), 0<u<3,0<v<1, anormdlvektorok
lefelé mutatnak
b) vir) =r|r|?, F: a?+y?+22=4, 2 >0, felfelé irinyitva
c) v(ir) = (z,y,2), F : r(u,v) = (3cosv, 3cosusinv, sinu), 0 < u <m, 0<wv < 2r,
Iy X Iy-vel trdnyitva.
Megoldds: a) v(r(u,v)) = (u+2v, —v, u—v), r,=(1,0,1), r,=(2,1,-1)
r, Xr, =(=1,3,1), v(r(u,v))(ry, Xry)=—-u—2v—3v+u—v=—6v.

3 1
Mivel r,, X r, felfelé mutat, fvdF = f f —6vdudv = f 18v dv = {92}2](1) =0.
00 0

1
b) 1. megoldds: A feliilet egy orlgo kozéppontd, 2 sugarid gomb felss fele, tehat érdemes gombi

koordinatakkal paraméterezni: r(p, ) = (2cos ¢sind, 2sin@sind, 2cosv).
r, = (—2singsind, 2cossin,0)
ry = (2cospcos?, 2sinpcos?, —2sin?d), 0 < p <27, 0<Y < §
r, X Ty = (—4cos psin® ¥, —4sinpsin®g, —4sind cosd) lefelé mutat.
v(r(y,v)) = (2cos psind, 2sinpsind, 2cos?) - 8
v(r(p,9))(ry, x ry) = 8(—8cos? psin® ¥ — 8sin” psin® ¥ — 8sin v cos? V) =
= 8(—8sin”® ¥ — 8sin 1 cos? ¥) = 8(—8sinv) = —64sin V.

/22 /2 /2
[v(r)dF =— [ f —64sind dp dy = 1287 f sind dv = [— 1287 00519 = 128m.

F 0
2. megoldds: Bar a feliilet nem zart, hasznalhatjuk a Gauss—Osztrogradszkij—tételt is olyan

moédon, hogy kiszamoljuk vele a félgémb teljes feliiletén az integralt, majd abbdl kivonjuk a
féelgdmb alapjan vett feliileti integralt (ha azt egyszeri kiszamolni).
v(r) = rie? = (&g, 2)(a2 + 32 + 22)°2.
S (m _|_y 4z )3/2 (:c2—|—y2—|—22)3/2—|—x%(x2+y2—|—z2)1/223: — (4x2—|—y2—i—22)(3:2—|—y2+22)1/2,
és a valtozok permutalédsival megkapjuk a mésik két komponens derivaltjat.
Ebbél divv = (622 + 6y? + 622)(z? + y? + 22)1/2 = 6|r|?,
/2
és divv integralja a félgdmbén (polarkoordinatakkal): [
0

2
[6R? - R?sinYdRdpdy =
0

/22 2 /22 /2
[ |Rsinv| dpav = [ [6asinvdpdd = [
0 0 0 0 0 0
A félgémb alapjan viszont 0 a feliileti integral, mert b = r|r|?> parhuzamos a kérlap sikjaval,
tehét mindenhol merdleges annak a normalvektorara, k-ra. Tehat az eredeti F feliileten meg-
egyezik a v integralja a félgémb teljes feliiletén vett integrallal, azaz 128m-vel.

c) r, = (0, —3sinusinv, cosu), r, = (—3sinv, 3cosucosv, 0),
r, Xr, = (-3 cos? ucosv, —3cosusinv, —9 sin u sin® v),
v(r(u,v)) = (3cosv, 3cosusinv, sinu),

/2
1287 sin 9 di) = [ — 1287 cos 19] — 1287
0

v(r(u,v))(r, x r,) = —9cos? ucos? v — 9cos? usin? v — 9sin® usin® v =

—9cos?u — 9sin usin? v = —9 cos® u — 9sin? u + 9sin? ucos? v = —9 4 9sin® u cos? v
T 2T T 2T

f f —9+9sin*ucos?vdvdu = [ f —9 + 2(sin® u)(1 4 cos 2v) dv du =

0

0

[ [-9v + 3(sin® u)v + ¢ sin us1n2v} du= [ —187 + 9r sin® udu =
0 0

[ =187 + 7(1 — cos2u) du = [—Zlmu — I7sin 2u]70r = —2Ix2,

0

2
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3. Szdmitsuk ki a kovetkezd zdart felileteken a feliileti integralt (haszndljuk o Gauss—Osztrogradszkij-
tételt)

a) [[(xz,2y,yz) dF, ahol F a z = \/1 — 22 — y? felillet és a z = 0 sik dltal hatdrolt tartomdny

‘F
felu’lete befele mutatd normdlvektorokkal;
b) ff 23,93, 23)dF, ahol F az 2% + y?> + 22 = 1 egyenletii gombfeliilet, kifelé mutato

normalvektorokkal;
¢) [[(ze*,ze®, ye¥) dF, ahol F a 32* = 2? +y? kip felsd térfélbe esé része és az x® +y* + 22 =4

f
gomb dltal hatdrolt térbeli tartomdny teljes feliilete kifelé mutato normdlvektorokkal!

Megoldds:  a) divv = z + x + y, a feliilet altal hatarolt tartomény pedig az origd kézépponti,
1 sugart gomb f6ls6é fele.  Szamithatjuk ezen a divv integréljat gdmbi vagy henger-
koordinatakkal.

1. megoldds: gbémbi koordinatakkal.

A normalvektor befelé mutat, ezért f vdF = — f divvdV =

F \4

/2

~

O —

(Rcos psind + Rsinpsind + Rcos¥)R? sind dp dR di =

2

3
~

O\H o

1
-

27
R3sin? ¥'sin ¢ + R3 sin? 9 cos ¢ — @R sin ¥ cos 19} . dRdY =

o\% o

/2 1 w/2
= —2rR3sind cosV dRdY = [ [— §R4sinﬂcosq9}0d19 = [ —Zsindcosddd) =
o2 0 0
= |- gsn?o| T =3
2. megoldds: hengerkoordinatakkal.
1+V1-7r227
v =— [divv = rcose +rsinp +m)rdpdmdr =
dF d dVv = i dpdmd

F 0 0 0

1 vV1—1r2 27 1 v/1—1r2
:f f [—TQSingp—FrQCosgo—mrgo] dde:f f —2mmrdmdr =

0

01 0 — X X 0 0 X
= f [—ﬂ'mQT] dr = f—ﬂ'(l —T‘Q)Td’l“ = fT('(T’?’ —r)dr = W[}L 4_ %T‘Q] = -1

0 0 0 0 0

b) divv = 322 + 3y? + 322, tehat a kiszdmitando integral

[J[  3x*+3y*+ 322 dxdy dz. Gombi koordinatakra attérve:
w2 +y?+22<1
1 w27 T 1
f f f 3R? - R?sinddydddR = f f 6 R*sinv d dR = f [— 6w R* cos 19} dR = [12rR*dR =

0

92

=

5
c) divv = e?, tehat ezt kell a kup és a gombfeliilet altal hatarolt térbeli tartomanyon integralni.

Erdemes attérni gémbi koordinatakra. A kup egyenlete gombi koordinatakkal felirva (a 422 =
22 + 9%+ 2% alakbol) 4R? cos? ) = R?, azaz 4cos? ¥ = 1, és ezt tovabb alakitva § = %, a gdmbé
pedig R = 2. Igy a kiszamitandé integral:

2 /321 2 /3
b[b[ [ efteos? R2 gin o dp di) dR = f f 2mel <039 R2 sin ) di) dR = f[ o Refiees?] ™/ g —

2 2 2
f —21Reft/? 4 27 Reft dR = { - 47TR6R/2] + f Amel/? dR + |:27TR6R} - f 2mef dR =
0 0 o 0 o
2
= [ — A Ref/? 4 8neft/2 4 27 Reft — QWBR} = 2me? — 6.
0
4. Szdmitsuk ki a kévetkezd zdrt gorbéken az integrdlt Stokes-tétellel és anélkiil:

a) av(r) = (y?,2% 2%) figguény integrdlja az A(1,0,0), B(0,1,0) és C(0,0,1) pontokon, majd
Ujra az A ponton keresztiilhaladd zdrt tértvonal mentén;
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b) av(r) = (z,v+y, v+y+2) fligguény integrdlja az x>+y? = 4, z = 2 egyenletekkel meghatdrozott
kérvonalon, pozitiv irdnyban.
Megoldds: ~ a) A harom goérbedarab: Gy : r(t) = (1 —¢, ¢,0), Go : r(t) = (0, 1 —¢, t) és
Gs:r(t) = (t, 0, 1 —t), mindegyiknél 0 < t < 1. A héarom részintegral:
1 1
[vdr= [(#3 0, (1 -1)2)(-1,1,0)dt = f —t2dt = {—%tﬂ =i
0

g1 0 i
1 1
[vdr=[((1-t)?2, 2, 0)(0,—1,1)dt = f —2dt = [— %t?’} =-1
Go 0 0
1 1
[vdr= [(0, (1-1%)2#)(1,0,-1)dt = f—t2dt: [— %tﬂ = -1,
g3 0 0 0

igy a teljes integral értéke —1.
Stokes-tétellel a rotv = (—2z, —2x, —2y) fiiggvényt kell integrélni az x +y + 2z = 1
sikban elhelyezkedd haromszog alaka feliilleten. A feliiletet paraméterezhetjiik z-szel és y-
nal: r(z,y) = (z, y, 1l —2—y), r, = (1,0,-1), r, = (0,1,-1), ry xr, = (1,1,1), és ez
éppen megfelels iranyba mutat a Stokes-tételhez.
rot v(r(z,y)) = (-2+4 2z + 2y, -2z, -2y), v(r(z.y))(ry xry) = —24+2x+2y—2x—2y = -2,
az integralasi tartomany pedig a haromszognek az xy-sikra vett vetiilete: a koordinatatengelyek
és az y = 1 — x altal hatarolt derékszogid haromszdg. Mivel a konstans —2 fiiggvényt kell in-
tegralni, az integral értéke a haromszog teriletének —2-szerese, azaz —1.

b) r(t) = (2cost, 2sint, 2) (0<t<2m), r(t)=(—2sint, 2cost, 0),

v(r(t)) = (2cost, 2cost + 2sint, 2+ 2cost + 2sint) ,

v(r(t))r ()—24008 t,

I 27
[v(r)dr= [4cos®tdt = [ 24 2cos2tdt = [2t + sin 2" = 4.
g 0 0
vagy Stokes-tétellel:

rot(v) = (1,—1,1),

és a sik r(z,y) = (:U,y,2) paraméterezéséhez a normalvektor r; x r, = (0,0,1), a
paramétertartomany pedig 22 + 32 < 4

ff —1,1)(0,0,1)dF = ffldF ez pedig az x2 + y? < 4 kor teriilete, azaz 4.

5. A Green-tétel felhaszndldsdval szamitsuk ki a
a) v(r) = (3x26y2,2x3yey2) fiiggvény integrdljat a G : r(t) = (cost,sint), 0 <t < 7 girbe

mentén;
b) a v = (xy* + 3y,—a2%y) figgvény integrdljat az A(—2,0), B(0,1), C(2,0) pontokon
keresztiilhalado toréttvonal mentén.
0 0
Megoldds:  a) % — % = 622 yey 6x2yey2 = 0, ezért az integral minden zart gérbén 0, vagy
£ Yy

méasképp fogalmazva, az integréal értéke csak a végpontoktol fiigg. Kicserélhetjiik a gorbét
z (1,0)-bol (—1,0)-ba mend iranyitott szakaszra. Ennek paraméterezése r(t) = (1 — 2¢,0)
(0 <t <1). Erre v(t) = (=2,0), v(r(t)) = (3(1 — 2t)%,0), és az integral fol —6(1 —2t)%dt =

1 1
[— 65(1 — 2t)3(—%)} = [(1 — 2t)3] = —2. De potenciélfiiggvénnyel is megoldhatjuk a
0 0
(7170)
feladatot: v potencidlfiiggvénye xBeyQ, és |:.%'3€y2]( : = -2
1,0

b) Az AC szakaszon a fiiggvény végig 0, tehat ott az integralja is 0. Ez azt jelenti, hogy a kere-

sett integril ugyanaz, mintha lezarnank a haromszoget, és a zart ABC haromszogvonalon
8?}2 8?}1

integralnank negativ iranyban. — — — = 3, és a felilet az 2 terileti ABC

ox y

haromszogtartoméany, tehat az integral —3 - 2 = —6.



