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Algebra 1. 8. feladatsor 2018. november 8.

. Egy r € R gytirtielem idempotens, ha > = r. Bizonyitsuk be, hogy ha egy gytiriinek

minden eleme idempotens, akkor a gytrdi kommutativ. Hany eleme lehet egy ilyen tulaj-
donsagu véges gytriinek? Adjunk meg ilyen végtelen gytirtit is!

. Bizonyitsuk be, hogy ha R egységelemes gytird, és a € R nilpotens (azaz van olyan n > 0

egész szam, amellyel a™ = 0), akkor 1 4 a invertalhato!

. Bizonyitsuk be, hogy ha 1 € R, a,b € R, és 1+ ab-nek van inverze, akkor 1+ ba-nak is van!

a) Bizonyitsuk be, hogy H tisztan képzetes elemeit R?® vektorainak tekintve (ahol 4, 7, k
a standard bézis elemei), az u, v € R? vektorok H-beli szorzata —uv + u x v, ahol uv
skalarszorzat, u x v pedig vektorialis szorzat.

b) Hatarozzuk meg H centrumét, azaz a Z(H) = { z € H| zr = rz Vr € H } részalgebrat.
Hany dimenzios altér a nem centrumbeli elemek centralizatora?

a) Legyen G véges csoport, és R = KG csoportalgebra. Bizonyitsuk be, hogy I =
K3, cc 9) idedl R-ben, és I < Z(R).

b) Lassuk be, hogy G = C3 és K = Zs esetén ennek az idedlnak van komplementer
idealja, azaz olyan J < R, amelyre I +J = Rés INJ =0,de G = C3 és K = Zg3
esetén nincs.

. Mit mondhatunk az olyan R gytirtirdl, amelyben minden a € R elemre a {0,a } halmaz

idealja R-nek?

Adjuk meg a Klz,y| gytird (ahol K kommutativ test) z és y? &ltal generalt idedljanak
elemeit. Adjuk meg a faktorgytrtit az ideal mellékosztélyainak egy alkalmas reprezentans-
rendszerével. Mik az idealjai a faktorgytrtinek?

. Bizonyitsuk be, hogy R[z]/(2? + 1) = C. Hatarozzuk meg a C[z]/(2? + 1) gytir( osszes

idealjat!

. Adjuk meg a K[z]/(2*+z+1) faktorgytiri elemszdméat, ha K = Zs, illetve Z3. Ezek koziil

melyik faktorgytrd test?
Bizonyitsuk be, hogy kommutativ gytiriiben a nilpotens elemek ideélt alkotnak!

Legyen K test. Bizonyitsuk be, hogy a K f{olotti n x n-es f6ls6 haromszogmatrixok
gytrijében idealt alkotnak azok, amelyeknek atlojaban csupa 0 all. Bizonyitsuk be, hogy
az ehhez az idealhoz tartozo6 faktorgytrd kommutativ.



