Algebra 1. 1. feladatsor 2018. szeptember 6.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy H legaldbb kételemd halmaz részhalmazainak a halmaza, P(H)
nem alkot csoportot sem a metszet, sem az unio miveletére nézve, de csoportot alkot a
szimmetrikus differencidra nézve (A& B := (AUB)\ (AN B))!

Megoldds: Bér a metszet és az unio6 is asszociativ, és van rajuk nézve egységelem is (a
metszetre a H, az uniora az ), az () halmaznak nincs inverze a metszetre nézve, H-nak
pedig nincs inverze az unibéra nézve.

A szimmetrikus differencia a P(H)-n értelmezett kétvaltozés miivelet, amely atirhato
AaB = (AN B)U (AN B) alakba. Az asszociativitds bizonyitdsahoz frjuk &t az
A A B halmaz komplementumat is. AAB = ANBNANB = (AUB)N(AUB) =
(ANA)U(ANB)U(BNA)U(BNB)=0U(ANB)U(ANB)UD=(ANB)U(ANDB)

A miivelet asszociativ: (A2 B) & C = (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC), tehat
(A A B) A C pontosan azokbol az elemekbdl all, amelyek az A, B, C' koziil paratlan sokban
vannak benne, és nyilvan ugyanezt kapjuk az AA(B A C) = (B A C) & A kifejtésénél is (itt
hasznaltuk azt is, hogy a A mivelet lathatoéan szimmetrikus is).

Van egységelem, az iires halmaz: AA() = () A A = A minden A-ra,

tovabba minden halmaz onmaga inverze: AA A = ().

Tehat P(H) a szimmetrikus differencia mtveletére csoportot, s6t Abel-csoportot alkot.

Csoportot alkotnak-e az dsszeaddsra vagy a szorzdsra nézve
a) az 1 determindnsi n X n-es valds mdtrizok;
b) a pozitiv determindnsi n X n-es valds mdtrizok;
c) a Z félétti n x n-es mdatrizok;
d) a Z folotti nem 0 determindnsi n x n-es mdtrizok;
e) aZ folotti 1 determindnsd n X n-es mdtrizok;
f) az n x n-es valés felsé haromszégmdatrizok?

Megoldds: Mivel R™*"™ gytirt, az asszociativitast egyik mtveletnél sem kell ellendrizni,
csak azt, hogy zart a mtveletre nézve, és van benne egységelem és inverz.

a) Az Osszeadasra nem, pl. |I + I| = |2I| =2" # 2 = |I| + ||, de a szorzésra igen: nem
iires (I benne van), |AB| = |A| - |B| miatt zart a szorzasra, és |[A71| = |A|~! miatt az
inverzre 1s.

b) Az 6sszeadésra nem, pl. n =2-re |[I|=|—-I|=1>0,de [+ (-I)] =0l =0. A

szorzasra viszont igen, ugyanazért, mint az el6z6.

c) Az Osszeadasra nézve csoportot alkotnak, mert egész elemi matrixok Osszege is,
negativja is egész elem, és a 0 matrix is ilyen. A szorzésra nézve I az egységelem,
viszont nincs mindennek multiplikativ inverze (pl. 21 inverze nem egész elemti), tehat
a szorzasra nézve nem alkotnak csoportot.

d) Az Osszeadasra nem zart, Id. a b) ellenpéldajat. A szorzasra ugyan zart, de nincs
minden elemének multiplikativ inverze a halmazban (pl. 2/-nek nincs).

e) Az dsszeadasra nem zart (1d. az a) rész ellenpéldajat), a szorzésra igen, benne van az [

egységelem, és minden elemének van multiplikativ inverze, ugyanis az A~ = ﬁade

formula itt egész egyiitthatos matrixot ad, és persze |[A71] = |A|7! = 1 is teljesiil.
Tehat az 6sszeadasra nem alkot csoportot, a szorzasra igen.

f) Az Osszeadésra csoportot alkot (s6t alterét alkotja az R"™™"-nek), de a szorzésra nem:
zart ugyan a szorzasra, és az I egységelem is benne van, a pl. a 0-nak nincs inverze.
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. Bizonyitsuk be, hogy ha egy S félcsoportban

van jobb oldali eqységelem: Je : xe = x Vx;

és minden elemnek van e-re nézve jobb oldali inverze: Vo 3z’ : za’ = e,
akkor S csoport.

Megoldds: Elsszor belatjuk, hogy e kétoldali egységelem. A feltétel szerint 32’ € S : z2’ =
e, és dr’’ € S: 2’2" = e. De akkor x = xze = za’'x” = ex”, amibdl ex = eex” = ex’ = x
kovetkezik.

Legyen megint tetszéleges x € S-re x’ és x" olyan, hogy xa’ = e és 2’2" = e. Az els6bol
kovetkezik, hogy 2'zx’ = 2’e = 2/, és ha ezt jobbrol megszorozzuk x”-vel, akkor azt
kapjuk, hogy x'zx’z" = 2’2" = 2'xze = e = 2'x = e, tehat 2’ kétoldali inverze x-nek.

Ezzel belattuk, hogy minden elemnek van inverze.

. Bizonyitsuk be, hogy ha eqy S félcsoport minden a,b elemére megoldhato az ax = b és az
ya = b egyenlet, akkor S csoport.

Megoldas: Legyen a € S tetszGleges elem, és x = e az ax = a megoldasa. Mivel minden
b-re van megoldésa az ya = b egyenletnek, ezzel az y-nal be = yae = ya = b. Azt kaptuk,
hogy e jobb oldali egységeleme a félcsoportnak. Ugyanigy van bal oldali egységelem is: ha
valamely b-re az y = f megoldasa az yb = b egyenletnek, és tetszbleges a-ra x olyan, hogy
bxr = a, akkor fa = fbx = bx = a, vagyis f bal egységelem. Végil e = fe = f miatt e
egységelem is.

A megoldhatosagi feltételekbdl ezek utan kovetkezik, hogy minden a-hoz van olyan a’ és
a’, amelyre aa’ = e és a’’a = e, de akkor @’/ = a’e = a’ad’ = ea’ = d’, vagyis o’ = d" az
a-nak inverze.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy egqységelemes félcsoportban

a) ha a és b invertdlhato, akkor ab és ba is invertdlhato;

b) ha ab és ba invertdlhato, akkor a és b is invertdlhato.
Adjunk példdt arra, hogy ab invertdlhatosdagdbol nem feltétleniil kévetkezik a vagy b in-
vertdlhatosdga.

Megoldds:  a) Kénnyen ellendrizhets, hogy (ab)™! = b~ ta™1: abb~la™! = aea™! =
aa"l =e, és b la7tab=b"1leb = b~ 'b = e; és ugyanigy (ba)"! =a"1b" L.

b) b(ab)~! az a jobb inverze: ab(ab)™! = e, és (ba)~'b az a bal inverze: (ba) 'ba = e.
Viszont altalaban is igaz az, hogy ha egy elemnek van jobb inverze: xz-hez van 2/, hogy
xx' = e és bal inverze is: x”, hogy z”x = e, akkor ezek egyenldk, igy inverze is van:
2 =x"e=a"x2' =ex’ =2a'. A b inverzének létezése ugyanigy bizonyithato.
Tekintsiik az N halmazon hato leképezések (kompoziciora nézve vett) félcsoportjaban az
fin—=n+1 illetveag:n+1+—n,0— 0 (n > 0) elemeket. Ekkor go f:n+—n (n >0)
az identikus leképezés, és igy 6nmaga inverze. Viszont f és g koziil egyik sem invertalhato,
mert f nem sziirjektiv, g pedig nem injektiv.

. Bizonyitsuk be, hogy ha eqy csoportban x? = 1 minden = elemre, akkor a csoport kommu-
tativ!

Megoldds: Tetsz6leges a, b elemre 1 = (ab)? = abab, és ha ezt megszorozzuk balrol a-val,
jobbrol pedig b-vel, akkor azt kapjuk, hogy ab = aababb = 1bal = ba.
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Hanyadrendi elemek vannak

a) az (R\ {0},-) csoportban;

b) az R additiv csoportjaban;

¢) a (C\{0},-) csoportban;

d) GLy(R)-ben;

e)" GLy(Q)-ban?
Megoldds: — a) Mivel az ™ = 1 egyenletnek n > 0-ra csak 1, és (paros n esetén) —1 a
megoldésa, mas véges rendd elem nem lehet. Igy a rendek 1,2, co.

b) Ha a # 0, akkor nincs olyan n > 0 egész szam, amelyre na = 0. Igy minden nem nulla
elem végtelen rendd, azaz a rendek csak 1 és oc.

c) Itt a végtelen rendtek (pl. 2), mellett minden véges rend is el¢fordul, pl. cos(2m/n) +
isin(2m/n) rendje n.

d) Itt is vannak végtelen rendii elemek, pl. 21, és tetszbleges véges rendtiek is: a 27 /n
szorgd orig6 korili forgatds métrixanak a rendje n.

e) Végtelen rendtiek itt is vannak. Ha egy maéatrix véges rendi, a minimalpolinomja
osztOja valamely x™ — 1 polinomnak. Az utébbi az n osztéihoz tartozd korosztési
polinomok szorzata, amelyekrsl ismert, hogy Q folott irreducibilisek. Mivel egy 2 x 2-
es méatrix minimélpolinomja legféljebb masodfokd, az (x™ — 1)-nek vagy a linearis
faktoraibol, (z — 1)-bdl és (x + 1)-bdl all Gssze (és akkor a méatrix rendje 1 vagy 2),
vagy megegyezik egy masodfoki korosztasi polinommal, ®4-vel, és akkor a rendje d.
Viszont ehhez az kell, hogy ¢(d) = 2 legyen. A ¢ fiiggvény kanonikus alakjabol,
oSt per) = (p1 — DpS - (p, — 1)p2r~1-bél lathato, hogy ekkor d minden
primosztoja 2 vagy 3, és ha van 3, akkor d = 3 vagy 6, ha nincs, akkor d = 4. Tehat a
lehetséges véges rendek 1,2, 3,4, 6. Ilyen rendd racionalis métrixok valoban vannak:

1) (1) B )

(az utolsé harmat a ®3(x) = 22 + 2 + 1, Pg(z) = 22 — 2+ 1 és Py(x) = 22 + 1
polinomok kisérématrixaiként kaphatjuk meg).

Bizonyitsuk be, hogy eqy pdros elemszdmi véges csoportban mindig van mdsodrendi elem!

Megoldds: Allitsuk parba az elemeket az inverziikkel. Mivel az inverz inverze az eredeti
elem, ezek valoban diszjunkt parokat alkotnak, kivéve, ha az elem inverze énmaga, azaz
ha az elem az 1, vagy pedig masodrendi. Osszesen paros sok elem van, és az 1 egyediil
van, tehat van még legalabb egy elem egyediil, és az sziikségképpen méasodrendqi.

. Hatdrozzuk meg az (1345)(236)(41) permutdcic rendjét!

Megoldds: (1345)(236)(41) = (1623)(45) az elem diszjunkt ciklusok szorzatara bontasa,
és ennek a rendje a ciklusok hosszank legkisebb kozos tobbszorose, azaz 4.

a) Hdny tized- és negyedrendd elem van Sig-ben?
b) Mi az elemek rendjének mazimuma Ss-ban?

Megoldds: a) Ha egy elem tizedrendii, akkor vagy van a diszjunkt ciklusokra bontasaban
10-ciklus, és akkor méas ciklus mar nem lehet, vagy van benne 5-ciklus és 2-ciklus(ok),
tehat a lehetséges ciklusfelbontasok: 10, 5+2+42+1, illetve 54+2+1+ 1+ 1. Az els6
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fajtabol 9! = 362880 darab van, a méasodikbol (150)4!(2) (g) . % = 90720, a harmadikbol
(150)4!(2) = 60480. Igy Gsszesen 514080 darab tizedrendii elem van S;o-ben.
Ha egy elem negyedrendt, akkor csak 4-ciklusokbdl, 2-ciklusokbol és fixpontokbol
allhat, és van benniik 4-ciklus. Tehat ezek k = 1 vagy 2 darab 4-ciklus, és ¢ darab
2-ciklus szorzatai, ahol 0 < ¢ < 5 — 2k. Ezek szadma Osszesen
(931 (1+ () + (D% + OO + (L6 1+ () = 200160

b) A maximalis rendi elemrdl feltehetjiik, hogy a ciklushosszai relativ primek, mert ha
van a és b hosszu ciklusa, ahol (a,b) = d > 1, akkor az a hossztu helyett vehetiink
csak a/d hosszut (és a tobbi elemét fixen hagyjuk), és a rend ugyanannyi marad.
Tovabba azt is feltehetjiik, hogy a ciklushosszak primhatvanyok, mert xy > = + y, ha
x,y > 2, tehat egy xy hosszi ciklust, ahol x és y 1-nél nagyobb relativ prim szdmok,
helyettesithetiink egy a hosszival és egy y hossztuval. Igy a kovetkezs rendek jonnek
szoba: 23, 22.3,2-5,3-5, 7, és ebbsl 3.5 = 15 a legnagyobb, igy ez a maximalis
rend (egy diszjunkt 3-ciklus és 5-ciklus szorzatéanak rendje).

a-+b

Hf1. Csoportot alkotnak-e a (—1,1) nyilt intervallum elemei az a xb = miveletre mint

1+a
szorzdsra nézve?

Hf2. Hdny 6-odrendi eleme van S7-nek?



