Algebra 1. 2. feladatsor 2018. szeptember 13.
. Legyen g egy csoportelem, g rendje o(g) =n, és k,m € Z. Ldssuk be, hogy
a) g"m=1<n|m;
n
b) o(g*) = :
) o(g”) ()

Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a megfeleld dllitasokat végtelen rendre!

Megoldas: a) =: Osszuk el az m-et maradékosan n-nel: m = ng + r. Ekkor 1 = ¢ =
(g")1g" = 19g" = g", de r < n, tehat r =0, igy n | m.
Em=qn=g"=(¢g")?1=17=1.

b) Az ) rész miatt (6°)" = g =1 & n | km & Gl | migm & Gy | m, mivel G
és ﬁ relativ primek. Igy a ¢* legkisebb 1 értékd pozitiv hatvanya az (n”T)—adik.

Végtelen rendre a megfelels allitasok: Ha o(g) = oo, akkor
g"=1m=0;

0(g*) = oo, ha k # 0.

ha (g*)™ = g*™ = 1, akkor km = 0, igy m = 0.

. Legyenek A és B a G csoport részcsoportjai. Ldssuk be, hogy az AB = {abla € A, b€ B}
komplexusszorzat akkor és csak akkor részcsoport, ha AB = BA.

Megoldas: Tudjuk, hogy egy nem {ires H C G részhalmaz akkor és csak akkor részcsoport,
ha HH = H és H~' = H. A bizonyitasban felhasznaljuk azt is, hogy tetszéleges A, B C G
részhalmazra (AB)™! = {(ab)™'|la€ A, be B} ={b"ta"l|lac A, be B} =B 1A~
Tegyiik fel, hogy A, B, AB < G. Ekkor BA= B 'A~! = (AB)"! = AB.

Most tegyiik fel, hogy az A, B részcsoportokra AB = BA. Ekkor ABAB = AABB = AB,
és (AB)"' =B 'A™! = BA = AB. Tehat AB < G.

Al - |B|
|ANB|
Megoldas: Az {(a,b)|a € A, b € B} Descartes-szorzatnak |A|-|B| eleme van. Ha aszerint
osztalyozzuk a Descartes-szorzat elemeit, hogy az ab szorzat mivel egyenls, akkor (a,b) és
(a’,b") pontosan akkor vannak egy osztalyban, ha ab = '/, azaz (a’)"ta = b'b~1. Mivel ez
utobbi elem A-ban és B-ben is benne van, ha ezt az elemet z-nek hivjuk, akkor z € AN B,
és a’ = ax~!, mig b/ = zb, vagyis (a’,b’) = (az~!, xb). Tehat pontosan annyi elem van egy
osztalyban, mint ahény eleme van A N B-nek. Az ab szorzat pedig |AB|-féle értéket vehet
fol, igy |A| - |B| = |AN B| - |AB|, amibdl kivetkezik a feladat allitasa.

. Legyen A és B a G véges csoport két részcsoportja. Bizonyitsuk be, hogy |AB| =

. Bizonyitsuk be, hogy eqy részcsoportnak ugyanannyi jo0bb oldali mellékosztdlya van, mint
bal oldali mellékosztdlya. Adjunk meg koztik egy természetes bijekciot!

Megoldds: Tetsz6leges Hg jobb mellékosztalyra (Hg) ™' = g 'H! = g7 'H az inverz
elemhez tartozo bal mellékosztaly. Mivel a komplexusokra igaz, hogy (A7)~ = A, ez
bijekciot ad a jobb és bal mellékosztalyok kozott.

. Milyen rendi elemek vannak a D,, diédercsoportban, és melyikbdl hany darab?

Megoldds: Az n darab tiikkrozés mindegyike méasodrend, a forgatasok pedig egy n-edrendi
ciklikus csoportot alkotnak, tehat ezek kozott minden d|n pozitiv egészre pontosan ¢(d)
darab d-edrendd van.
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6. Bizonyitsuk be, hogy bdrmely végtelen csoportnak végtelen sok részcsoportja van.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy a csoportnak van egy végtelen rendii g eleme. Ekkor (g*) #
(g™), amennyiben k # m pozitiv szamok, mert kiilonben ¢g* € (¢™) miatt g¥ = ¢™*, azaz
gF=m* =1 valamely = € Z-re, igy k — max = 0 lenne, azaz m | k, és ugyanigy k | m, tehat
k = m lenne. Tehéat ilyenkor mér (g)-nek is van végtelen sok részcsoportja.

Ha csak véges rendid elemek vannak, akkor tudjuk, hogy csak véges sokan generalhatjak
ugyanazt a (ciklikus) részcsoportot, tehat végtelen sok ciklikus részcsoportnak kell lennie.

7. Bizonyitsuk be, hogy Coo minden nem trividlis részcsoportja véges indexd, azaz véges sok
mellékosztalya van.

Megoldas: Tudjuk, hogy C.-nek minden részcsoportja ciklikus, tehat ha a nagy csoport-
nak generatoreleme a, akkor a részcsoporté a” valamely n > 0-ra ({(a’) = 1 a trivialis
részcsoport, és (a~™) = (a™)). Ekkor H = (a™) minden mellékosztalyanak van a” alaki
reprezentanseleme, ahol 0 < r < n, ugyanis tetsz6leges egész m-re az n-nel valé m = nq+r
maradékos osztasbol a” = (a™)%" € Ha", tehat a™ mellékosztalyaban a” is benne van.
Tehat a mellékosztalyok szama legfoljebb n. Az is igaz, hogy a mellékosztalyok szama
pontosan n, mert 0 < 4,j < n, i # j esetén a’~7 ¢ (a™), vagyis 1,a, ...,a" ! nem lehetnek
egy mellékosztalyban.

8. Hdny kiilonbozd homomorfizmus adhato meg az aldbbi csoportok kézott?
a) 010—>033 b) Cn—>Cn C) Cn—>Cm d) Coo_>0n 6) Cn_>Coo
Megoldds: a) Legyen Cyo = (a) és C33 = (b). Ha ¢ : (a) — (b) homomorfizmus, akkor

o(p(a)) | o(a) = 10, és o(p(a)) | |(b)] = 33, ezért o(p(a)) | (10,33) = 1. Tehat
¢(a) =1 = p(a*) = 1¥ = 1 minden k-ra, vagyis csak a trividlis = 1 homomorfizmus
létezik.

b) Ez a c) kérdés specialis esete: n kiilonb6z6 homomorfizmus van C,,-bél C,-be, a
generatorelemet C,, barmely elemébe lehet képezni.

c) Legyen C,, = (a) és C,, = (b). Az a generatorelem képe csak olyan ¢ € (b) lehet,
amelynek a rendje osztja a rendjét. Ha viszont teljesiil ez a feltétel, akkor a ¢ : a* — c*
(k € Z) leképezés jol definidlt: a* =a’ = a**=1=o0(c)|n|k—t=Ft=1=
ck = cf, és miivelettarto is: p(a®a’) = p(aF*) = kT = cFet = p(a¥)p(at). Mivel
C,, minden elemének a rendje osztdja m-nek, csak azok jonnek szoba, amelyeknek a
rendje (m,n)-nek osztdja, ilyenbdl pedig C,,-ben pontosan (m,n) darab van, a C,,
egyetlen (m,n) elemi részcsoportjaban. Tehat a C,, — C,,, homomorfizmusok szdma
(m,n).

d) Ha C = (a) és C,, = (b), akkor az a elemet C,, tetszSleges ¢ elemébe képezhetjiik az
a® s ¥ (k € Z) leképezéssel. Ez Coo-n jol definialt, és nyilvan mtivelettarto is. Tehét
n kiilonb6z6 homomorfizmus van Cy.-bél C),-be.

e) Mivel véges rendii elem csak véges rendiibe mehet, C-ben pedig csak az 1 véges
rendt, C),-b6l Cx-be csak a trivialis = 1 homomorfizmus létezik.

Hf1. Bizonyitsuk be, hogy o(ab) = o(ba) egy G csoport tetszdleges a,b elemeire.

Hf2. Bizonyitsuk be, az Fo félotti invertdlhato 3 x 3-as felsd haromszogmdtrixok csoportja nem
ciklikus.



