Algebra 1. 3. feladatsor 2018. szeptember 27.

1. Legyen G csoport, és H < G. Déntsiik el, melyek igazak az aldbbi dllitdsok kéziil.

a) Mindig van olyan homomorfizmus G-bél, amelynek a magja H.

b) Ha H <G, akkor van olyan homomorfizmus G-bdl, amelynek a magja H.

¢) Mindig van olyan homomorfizmus G-be, melynek a képe H.

d) Tetszdleges ¢ : G — K homomorfizmusndl p(H) < K.

e) Ho H<G, és ¢ : G — K homomorfizmus, akkor o(H) < K.

f) Ha H<G, és ¢ : G — K homomorfizmus, akkor o(H) < ¢(G).

g) Tetszdleges ¢ : G — K homomorfizmusra n | |G| esetén n | |o(G)].

h) Tetszdleges ¢ : G — K homomorfizmusra |G| < oo és n | |@(G)| és esetén n | |G]|.

Megoldds:  a) Nem igaz, mert a magnak normalosztonak kell lennie.

b) Igen, a ¢ : G — G/H, ¢(g9) = Hg ilyen homomorfizmus.

c) Igen, a ¢ : H — G, ¢(h) = h ilyen homomorfizmus.

d) Igen, mert 1 = (1) € p(H), és h,h' € H-ra p(h)p(h')~t = o(h(R')~1) € p(H).

e) Nem igaz, példaul ha S < K nem normaéloszto, akkor a ¢ : § — K, ¢p(s) = s
homomorfizmusra S < .5, de ¢(S) = S nem normaloszté6 K-ban.

f) Igen. Lattuk d)-ben, hogy részcsoport, és tetszéleges p(g) € p(G)-re, p(h) € p(H)-ra
(ahol h € H) ¢(g) ' o(h)p(g) = (9~ hg) € p(H), mert g~'hg € H.

g) Nem igaz, lehet példaul n = |G| # 1, és a homomorfizmus az azonosan 1 leképezés.

h) Igaz, ugyanis o(G) = Imy = G/ Ker @, és igy |p(G)| = |K‘g‘@| | |G-

2. Legyen |G| = 91. Hdny olyan G — G homomorfizmus van, ami G-nek legaldbb két,
kiilonbozd rendtd, az eqységtdl kiilonbozd elemét 1-be viszi?

Megoldas: G elemeinek rendje csak 91 osztoja lehet, tehat 1,7,13 vagy 91. Ha van olyan
91-edrendi elem, amit a homomorfizmus 1-be visz, akkor minden elem az 1-be képzdsdik,
ugyanis a 91-edrendi elem sziikségképpen generalja a teljes csoportot.

Most tegytik fel, hogy nincs ilyen 91-edrendt elem. Akkor a feladatban szerepld két magbeli
elem egyike 7-edrendt, a masik 13-adrendd. De akkor a mag rendje oszthato 7-tel és 13-
mal, igy 91-gyel is, és akkor a mag a teljes csoport, vagyis a homomorfizmus igy is csak az
azonosan 1 leképezés lehet.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha N <G, és H < G gy, hogy HNN = {1} és HN = G, akkor
G/N = H.
Megoldas: A H N N = 1 feltételbsl kovetkezik, hogy H az N minden mellékosztalyét
legfoljebb 1 elemben metszi, ugyanis ha h; és ho ugyanabban a mellékosztalyban vannak,
akkor hlhgl € N, de hlhgl € H is igaz, igy h1h2_1 € HNN =1, vagyis hy = hg. A
HN = G (vagy ekvivalensen NH = G) feltételbdl adodik, hogy minden mellékosztalyban
van H-nak eleme: g € G felirhatdo g = nh alakban, igy Ng = Nh tartalmazza a h-t.
Emiatt a H — G/N, n+ Nh leképezés bijektiv, és nyilvan mivelettarto is.

4. Hatdrozzuk meg a Dy diédercsoport részcsoportjait, normdlsztoit, és faktorcsoportjait!
Megolddas: |D4| =8 = H < Dy-re |H| =1, 2, 4 vagy 8.
Ha |H| =1, akkor H = {1}.
Ha |H| = 2, akkor H = {1,g}, ahol o(g) = 2, tehat ilyenbdl 6t van: g = f2, ¢, tf, tf? és
tf3-re.
Ha |H| = 4, akkor vagy van benne negyedrendi elem, és akkor H = Cy: ez csak (f)
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lehet, vagy minden # 1 eleme mésodrendd, ezért legalabb két tiikrozés benne van a
t,tf, tf2 tf3 koziil. Ez a két tiikrozés nem lehet (ciklikusan) “szomszédos”, mert akkor
(tf&)~L(tf**) = f € H lenne, tehat csak az {1,t,tf2, f2} és {1,tf,tf3, f2} maradnak,
és ezek valoban részcsoportok (két kiilonb6z6 masodrendii elemiik szorzata mindig a har-
madik masodrendtit adja).

Végiil maga D, az egyetlen 8-adrendi részcsoport.

Ezek kozil a trividlis 1- és 8-elemi nyilvan norméloszto, és a négyelemiiek is, mert azok 2
indextiek. A masodrendtiekbdl csak (f2) normaloszto (t~1f%t = f72 = f2és f1f2f = f2
miatt zart a konjugilasra), viszont a tobbi nem, ugyanis fltfkf = tt71fltfREL =
tffErt =t fF 2 {1t

Az nyilvanvalo, hogy Dy/Dy = 1, Dy/1 = Dy, és ha |N| = 4, akkor Dy /N 2-elemd, igy csak
Ca-vel izomorf lehet. Végiill N = (f?)-re G/N minden # 1 eleme mésodrendi, mert D,
2-nél nagyobb rendd elemeinek, f-nek és f~!-nek a négyzete mar N-be esik. Igy ebben a
négyelemt csoportban barmely két kiillonb6z6 mésodrendi elem szorzata csak a harmadik
lehet (barmelyik sorrendben), tehat Dy/N izomorf a Klein-csoporttal (=2 Cy x Cy).

. Legyen H < G és M, N < G. Bizonyitsuk be, hogy
o) HONN<H; NN M<G;

b) HN < G; NM < G;

c¢) M < N esetén G/N homomorf képe G /M -nek.

Megoldas: a) Részcsoportok metszete részcsoport, tehat csak a konjugéltsagra valo

zartsagot kell belatni.
r€HNN,he€ H= h~'zh € H, mert h,x € H és h~'xzh € N, mert x € N <G, igy
h=txh € HN N.
r€NNM, g€ Greglzge Nés € M, mert N és M is normaloszto, igy g lzg €
NNM.

b) N«G= HN=NH = HN <(.
Az el6z6bd6l kovetkezik, hogy NM < G. Tovabba NM zart a G elemeivel valé kon-
jugalasra, ugyanis g € G, n € N, m € M-re g *nmg = (g~ *ng)(g 1mg) € NM.

c) A 2. izomorfizmus-tétel szerint (G/M)/(N/M) = G/N, tehat G/N faktorcsoportja,
és igy homomorf képe is G/M-nek.

. Legyen N < G. Bizonyitsuk be, hogy a H — H/N := { Nh|h € H } megfeleltetés bijekcio
a G csoport N-et tartalmazd részcsoportjai és a G/N faktorcsoport részcsoportjai kézott.
Ldssuk be azt is, hogy az elébb megadott bijekciondl a normdlosztok egymdsnak felelnek
meg, €s hogy ez a bijekcio a részcsoportok kézotti tartalmazdsi reldciot is megdrzi.

Megoldds:  Jelolje S(G) és S(G/N) a G, illetve G/N részcsoportjainak halmazat, és
S(G)>n a G N-et tartalmazo részcsoportjainak halmazat. Legyen

®:S(G) = S(G/N), ®(H)={Nh|heH}

(®(H) valoban részcsoport, mert N1 = N az egységelem, NhiNhy = Nhihs, és (Nh) ™! =
Nh~1). Es forditva,

U:S(G/N) = S(G), W({Ng;liel})=|JNg

icl



Hf1.

Hf2.

Algebra 1. 3. feladatsor/3 2018. szeptember 27.

(ez is részcsoportot ad, mert 1 € N, és ha a € Ng; és b € Ng;, akkor ab € Ng;Ng,
és a=! € (Ng;)~', ahol 1 = N, Ng;Ng; és (Ng;)~! is benne vannak a G/N megadott
részcsoportjaban).

Vegyiik észre, hogy ¥ képeként csak N-et tartalmazo részcsoportokat kapunk, mert 1 = N
benne van G/N minden részcsoportjaban.

Belatjuk, hogy a ® megszoritasa S(G)>n-re (nevezziik ezt ®1-nek) és U egymas inverzei.
Ha N < H < G, akkor ¥(®(H)) = J{Nh|h € H} C H, és H minden eleme benne van
az unioban, minthogy h = 1h € Nh, igy ¥(®(H)) = H.

Forditva, ha H ={Ng;|i € I} € S(G/N), akkor ®(¥(H)) = { Nx|x € Ng; valamely i €
I-re }. De az ilyen z-ekre Nxz = Ng;, igy ®(V(H)) = H.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy ®; (és ugyanigy W) bijekci6 S(G)>n és S(G/N) kozott. Nyil-
vanvalo, hogy ®; (illetve ®) és U is megdrzi a tartalmazast, azaz ha H; < Hs, akkor
(I)(Hl) < (I)(HQ), és ha 7’[1 < HQ, akkor \I’(Hl) < \I/<,H2)

Ha H <G, akkor ®(H) is zart a konjugélasra nézve: (Ng)~'(Nh)(Ng) = Ng~'hg € ®(H),
mert g~ 'hg € H minden g € G-re. Forditva, ha H < G/N, akkor minden g € G-re és
a € Ng; € H-ra g-tag € (Ng)"*Ng;Ng € H.

Bizonyitsuk be, hogy ha N <G, és |G : N| pdros, akkor van olyan H, amelyre N < H < G,
és |H : N| = 2.

Megoldds: |G/N| paros, ezért van benne masodrendd elem (1d. az 1. feladatsor 8. fel-
adatat vagy az el6adason késébb szerepld Cauchy-tételt), ez pedig egy H masodrendd
részcsoportot general. Az el6z6 feladat szerinti W leképezés a H-hoz olyan H részcsoportot
rendel, amely N két mellékosztalyanak az unidja (NUNt valamely t € G-re), tehat N < H,
és |H:N|=2.

. Legyen g € G, és o(g) = nm, ahol (n,m) = 1. Bizonyitsuk be, hogy g egyértelmien

felirhato uwv alakban, ahol u,v € (g), o(u) = m, és o(v) = n.

Megoldds: Mivel (n,m) = 1, van olyan x,y € Z, hogy nx +my = 1, igy g = g"*+t™ =
gt - g™Y. Legyen u = g"* és v = ¢"Y. Az nx + my = 1 egyenletbdl kiovetkezik, hogy
(z,m) =1 (mert (z,m) osztdja a bal oldalon mindkét tagnak) és hasonléan (y,n) = 1, igy
o(u) = nm/(nx,nm) =m/(x,m) = m és o(v) = nm/(my,nm) =n/(y,n) = n.

A felbontés egyértelmt, mert ha g = uv = u/'v’ két ilyen felbontas, akkor u, v, u’,v" € (g)
miatt u,v,u’,v’ paronként felcserélhetSk, ezért a w = (u') " tu = v'v7! elemre w™ =
(W) ™Mum =1ésw" = @) v " =1=ow)|(mn)=1l=>w=1=u=u ésv="1".
Legyenek A és B a G csoport részcsoportjai, és tegyiik fol, hogy A és B kommutativak, €s
G = AB. Bizonyitsuk be, hogy AN B normdlosztdja G-nek.

Legyen G = (a) = Oyy, és N = (a*®). Hatdrozzuk meg az N részcsoport (normdlosztd) és
G/N rendjét. Adjunk meg olyan g € G elemet, amelyre o(g) =4 a G/N faktorcsoportban,
de o(g) # 4 az eredeti G csoportban!



