Algebra 1. 4. feladatsor 2018. oktober 4.

1. Hatdrozzuk meg a kéovetkezd normdlosztokkal vett faktorcsoportokat!
a) G=GL(n,K), N=SL(n,K);
b) G = Ds, N = (f?);
¢c) G=(R,+), N=127Z;
d) G=Q*, N={41};
e) G = {(a) x (b), ahol o(a) =4 és o(b) =6, N = (a?b3).

Megoldas: a) SL(n,K) a det : GL(n,K) — K* homomorfizmus magja, s mivel ez
a homomorfizmus sziirjektiv, a homomorfizmustétel szerint GL(n, K)/SL(n,K) =
GL(n,K)/Kerdet 2 Imdet = K*.

Masképp: Teljes reprezentansrendszert alkotnak azok diagonalis a métrixok, ame-
lyeknek bal fels§ sarkaban tetszéleges ¢ # 0 elem &ll, és a tobbi diagonalis elem 1. Ez
részcsoport is, és izomorf K *-val, tehat a faktorcsoport is K *-val izomorf.

b) |G/N| =8/2 =4, és G/N-ben minden elem 2 vagy 1 rendii, mert a G-ben is csak f
és az inverze nagyobb rendd ennél, de azoknak a négyzete mar N-ben van. Réadasul
f és t kiilonbozok, és felcserélhetok egymassal a faktorcsoportban: tf~! ¢ N és
t71ft = f~! = f, ezért G/N Abel-csoport, és G/N = (f) x {f) = Cy x Cs.

c) A [0,1) intervallum elemei teljes reprezentansrendszert adnak (minden x € R
osztalyaban benne van az {x} = x — [z], de két kiilonbozd, [0, 1)-beli szam kiilonbsége
nem egész), tehat a faktorcsoport a [0,1)-gyel izomorf, amelyen a miiveletet a
mellékosztalyok dsszeaddsanak megfelelen az a+b := {a + b} képlettel definialjuk.

d) A porzitiv racionalis szamok teljes reprezentansrendszert adnak, s mivel ezek csoportot
is alkotnak a szorzéasra nézve, ezzel a csoporttal lesz izomorf a faktorcsoport.

e) IN| =2 = |G/N| = 24/2 = 12. Vegyiik észre, hogy a faktorcsoportban van 12-

edrendd elem, példdul ab képe ilyen. Nyilvan (ab)!? = a'?b'? = 1, igy bl =Tis

igaz. Viszont (ab)* =a*b* =b* ¢ N és (ab)® = a®b® = a* ¢ N, ezért o(ab) nem lehet
1,2,3,4,6. Tehat o(ab) = 12, és igy G/N = Cys.

2. Legyen N <G, H < G, |G| = 24, |N| = 4, és |H| = 6. Hdny elemd lehet H képe a
G — G/N homomorfizmusndl? Adjunk is példat mindegyik esetre!

Megoldas: H képe NH/N = H/(N N H), igy az elemszama |H|/|N N H|. Mivel |[N N H|
osztoja |N| = 4-nek és |H| = 6-nak is, osztoja (4,6) = 2-nek, vagyis [N N H| = 1 vagy
2, igy H képe 6 vagy 3 elemii. Mind a két eset el6fordulhat akar Abel-csoportban is:
G = (a) x (b) 2 Cy x Cg-ban N = (a) és H = (b) esetén H képe NH/N = G/N 2 H 6
elemt, de G = (a) = Cyy-ben N = (a®) és H = (a*) valasztassal N N H = (a'?) = Cy, igy
H képe NH/N = H/(N N H) csak 3 elemii.

3. Legyen g € G, és o(g) = mm, ahol (n,m) = 1. Bizonyitsuk be, hogy g egyértelmien
felirhato uwv alakban, ahol u,v € (g), o(u) =m, és o(v) = n.

Megoldds: Mivel (n,m) = 1, van olyan x,y € Z, hogy nx +my = 1, igy g = g"*+t™ =
g™ - g™, Legyen u = ¢g"* és v = ¢"™Y. Az nx + my = 1 egyenletbdl kivetkezik, hogy
(z,m) =1 (mert (z,m) osztdja a bal oldalon mindkét tagnak) és hasonléan (y,n) = 1, igy
o(u) = nm/(nx,nm) =m/(x,m) = m és o(v) = nm/(my,nm) =n/(y,n) = n.

A felbontés egyértelmd, mert ha g = uv = u'v’ két ilyen felbontas, akkor u,v,u’,v" € (g)
miatt wu,v,u’,v’ paronként felcserélhetsk, ezért a w = (u')"lu = v'v7! elemre w™ =
(W)y™™mum =1ésw” =) "v "=1=o0ow)|(mn)=1=2>w=1=>u=u ésv=1".
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. Bizonyitsuk be, hogy ha (n,m) =1, akkor Cy, = C,, X Cpy,.

Megoldds: Legyen G = C,, x Cy,, azaz G = (a) x (b), ahol o(a) = n és o(b) = m. Ekkor
|G| = nm, és o(ab) = [o(a),o(b)] = [n,m] = nm, tehat ab generatoreleme G-nek, és igy
G = Chum.-

(Ha C,,,, van megadva egy g generatorelemmel, akkor az el6z6 feladatbeli felbontassal lehet
megkapni a (v) x (u) = C,, x C,, direkt szorzatra bontést: a két csoport nyilvan diszjunkt,
mert relativ prim rendtiek, normalosztok, mert egy Abel-csoport részei, és g = uv miatt
kigeneraljak a teljes csoportot.)

. Melyek azok a ciklikus csoportok, amelyeket fel lehet bontani nem trividlis modon direkt
szorzatra?

Megoldds: Az eléz6 feladatban lattuk, hogy ha n nem primhatvany, akkor C,,-nek van
valodi direkt szorzatra bontasa. Viszont p primre C)k-nak nincs, mert ha G x H alaka
lenne, ahol G, H # 1 részcsoportok (és sziikségképpen p-hatvanyrendi ciklikus csoportok),
akkor mindkét komponensben lenne egy p-edrendi részcsoport, tehat G-ben lenne kettd
is, holott ciklikus csoportban adott rendt részcsoportbol legfljebb egy van.

A végtelen rendii ciklikus csoportot sem lehet direkt szorzatra bontani, ugyanis ha C, =
(a) = G x H, ahol G, H # 1, akkor G = (a™) és H = (a") valamely m,n > 0-ra, de akkor
1 a™" € GN H, ami ellentmond a direkt szorzat definicidjanak.

. Hdny negyedrendid eleme van Ag-nak?

Megoldds: A negyedrendd ciklusfelbontasaban kell lennie legalabb egy 4-ciklusnak, és a
4-ciklusokon kiviil csak 2-ciklusok és fixpontok lehetnek benne. Mivel a permutacié az

alternald csoportban van, paros hosszisagu ciklusbol paros sokat kell tartalmaznia, tehat
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vagy két 4-ciklus van benne (ilyenbdl Ag-ban ( 4) (31)%- 5= 1260 van), vagy egy 4-ciklus

4

és egy 2-ciklus (ebbdl <i) 3! (2

tartalmaz.

) = 2520 van), tehat Ag Osszesen 3780 negyedrendii elemet

. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges olyan paratlan k szamra, melyre 3 < k <n, az A,, csoportot
generdlja az 0sszes k-ciklus.

Megoldds: Paratlan k-ra a k-ciklusok paros permutéciok, tehat valéban A,-ben van-
nak. Az x = (1,2,...,k) ésy = (1,2,k,k — 1,...,4,3) ciklusok szorzata zy = (1,k,2)
egy 3-ciklus, és tetsz6leges masik 3-ciklus megkaphato (xy)? = x9y9 alakban alkalmas
g € S, permutacioval, tehat azok is el6allnak két k-ciklus szorzataként. Igy a k-ciklusok
kigeneréljak az Gsszes 3-ciklust, azok meg az egész A,,-t.

. Bizonyitsuk be, hogy As-nek nincs hatodrendd részcsoportja.

Megoldds: Az Ay elemei 1, harom darab masodrendi elem (mindegyik két 2-ciklus
szorzata), és 8 darab 3-ciklus. Tegyiik fel, hogy H < A4 és |H| = 6. Ekkor H < Ay,
mert |Ay : H| =12/6 = 2. Mivel 2 | |H|, az 1./8-as feladat szerint van benne masodrendd
elem, de ezeket 3-ciklusokkal at lehet konjugalni a masik kettébe, tehat akkor mind a
hédrom H-ban van. Ez csak négy elem, tehat van H-ban 3-ciklus is. Viszont ennek a kon-
jugaltja az egyik masodrendiivel nem lehet 6nmaga vagy az inverze, mert mas a fixpontja,
tehat harmadrendiibsl legalabb 4 darab van, és igy mar nem férnek bele a hatodrendd
csoportba.



