Algebra 1. 5. feladatsor 2018. oktober 11.

. Bizonyitsuk be, hogy a kocka szimmetridinak a csoportja izomorf Sy x Cy-vel.

Megoldds: Legyen G a keresett csoport, és tekintsiik G-t a kocka csicsain hato Ss
részcsoportjanak. Széamitsuk ki elGszor a G rendjét. Az 1-es csics orbitja a teljes
csicshalmaz, mert szemkozti lapkozépppontokat Gsszekots tengely koriili forgatassal el
lehet vinni barmely illeszkeds lap barmely mésik csticsdba, a szemkozti csticsba meg példaul
kozéppontos tiikrozéssel. Tehat |G| = 8-|G1|, ahol G az 1-es csics stabilizatora. Az 1-gyel
szomszédos 2 csiics G1 szerinti orbija 3-elemt: nyilvan csak az 1 valamelyik szomszédjaba
mehet, és az 1-bdl kiindulo testatlo koriili forgatéssal barmelyik mésik szomszédba atvi-
hets. Igy |G| = 83 |G12|. Végiil az 1 masik szomszédja, a 3 mar csak kétféle helyre
mehet (és az lehetséges is az l-en, a 2-n és a kocka kozéppontjan atfektetett sikra valo
tiikrozéssel), ezért |G| =8-3-2-|G123| =8-3-2-|G1.2,3.4] = 48, ugyanis négy nem egy
sikon levé pont képe mar meghatarozza az egybevagosagot.

Tekintsiik a G hatésat a kocka négy testatojan. Ez egy ¢ : G — S4 homomorfizmus,
és a magjaban csak az identités és a kozéppontos tiikrozés van, ugyanis ha egy magbeli
egybevagosag nem hagyja helyben valamelyik cstucsot, akkor csak a bel6le induld testatlo
masik csicsaba viheti (hogy a testatld azért még onmagaba menjen), de akkor a vele
szomszédos cstcsokat is a belsliik indulé testatlo masik végébe (a kép szomszédaiba) viheti,
tehat minden testatlot megfordit, igy ez éppen a kozéppontos tiikkrézés). Ha N = Ker ¢,
akkor N <G, és |[N| = 2. A homomorfizmustétel szerint G/ Kerp = Imy < Sy, tehat
|Imp| = 48/2 = 24, igy csak a teljes Sy lehet. G irdnyitastartd egybevagosagai egy
Cy; = {+£1}-be mend homomorfizmus magjanak elemei (a kép 1, ha az egybevagosag
iranyitastarto, és —1, ha nem), amely sziirjektiv, mert példaul a kozéppontos tiikrozés
nem iranyitastartd. Legyen ez egy M normaloszto, amely igy 48/2 = 24 elemi. Mivel
M NN =1, azt kapjuk, hogy MN = M x N, és |M x N| =48 miatt G = M x N. Végiil
M = (M X N)/N: G/Ng 54, ezért G = 54 X CQ.

. Melyik az a legkisebb n, amelyre S,,, illetve A, tartalmaz a 8-elemid D4 diédercsoporttal
1zomorf részcsoportot?

Megoldds: A diédercsoport természetes moédon benne van az Si-ben, a négyzet négy
csticsan valo hatassal. Kisebb n-re viszont nem lehet S;,-ben, mert 8 nem osztéja n!-nak,
ha n < 4.

Ay nem tartalmazhatja Dyg-et, mert Ay csak 12-elemi, és ugyanigy |As| = 60 sem
oszthato 8-cal. Viszont Sy-et be lehet dgyazni Ag-ba tgy, hogy g € Sy képe legyen g, ha g
paros, és g - (56), ha g paratlan. Kénnyen ellenérizhetd, hogy ez a leképezés mivelettarto,
és minden elem képe paros. Ezzel Dyj-et bedgyazzuk Ag-ba, tehat n = 6 a legkisebb olyan
szam, amire Dy bedgyazhato A, -be.

. Bizonyitsuk be, hogy minden s | n-re a Dy diédercsoport elddll a D,, csoport részcsoport-
jaként és homomorf képeként is.
Megoldds: Ha a szabélyos n-sz6g minden n/s-edik csucsat kijeldljiik, és Dg-t mint ennek
az egybevagosagi csoportjat vessziik, akkor ez részcsoportja lesz az n-szog egybevagosagi
csoportjanak, D,,-nek.

D,-ben (f) minden részcsoportja normaloszto, mert a t tiikrozéssel valoé konjugalas
az invertalassal hat rajta, f pedig nyilvan helybenhagyja. Legyen H = D,/ (f%). A
faktorcsoportban o f) = s és o(t) = 2, (f)N(f) = 1, tovabba £~ 1 ft = f~1, amibél kijon,
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hogy H-t a 1% fY alaki elemek (0 < x < 1650 < y < s — 1) alkotjak, és szorzasukra
ugyanazt a képletet kapjuk, mint D,-ben, tehat meg tudunk adni Dy és H kozott egy
miivelettarto bijekciot.

. Legyen Q = { £1, +i, +j, £k } a kvaternidcsoport, amelyben ij = k, jk =i, ki = j ji = —k,
ki = —i, ik = —j, i2 = j2 = k? = —1, és a —1-gyel vald szorzds minden elemet az
ellenkezd eldjeld valtozatdba szoroz. Bizonyitsuk be, hogy igy csoportot kapunk, és irjuk fol
a miuvelettabldjdat. Ldassuk be, hogy (Q minden részcsoportja normdloszto. Bizonyitsuk be,
hogy QQ nem irhato fél kisebb csoportok szemidirekt szorzataként.

Megoldds:
1| -1 il —i| gl —=j3| k|—Fk
1 1| -1 il —i| J|—j3| k|—Fk
—1] -1 1| —1 il—j| J1-k| k
7 il —1] —1 1| k|—-k|—j j

—i| —i| 1| 1|—1|—k Jl—7
gt Jl—g|—-k| k|—-1| 1 —1
-1 =3 J| k|—=k| 1|—-1| —i| i
kil k|—=k| g|—3|—t| /-1 1

Az asszociativitas tablazatbol valo ellendrzése helyett inkabb keresstink a GLo(C) méatrix-
csoportban olyan A, B,C métrixokat, amelyek 8-elemii részcsoportot generalnak, és
kielégitik az i, j, k-ra el6irt szabalyokat. Ezen matrixok minimalpolinomjanak 22 + 1-
nek kell lennie, de egyik sem lehet skalarmatrix, hogy ne legyen félcserélhets a tobbivel.
Természetes valasztas példaul az i, —i sajatértéki diagonalis matrix A-nak, és B legyen egy
olyan maétrix, ami ezt a negativjaba konjugalja: a mellékatloban 1-et és —1-et, mashol 0O-
kat tartalmazé matrix, C' pedig ezek szorzata. Ellendrizziik ezeken a szorzasi szabalyokat!
(A kiilonb6zs sorrendben vett szorzatok konnyebb kiszamolasa érdekében az els sorban
t6bbszor irjuk fel a hArom maétrixot.)

i 0 0 1 0 i i 0 0 1
a=lo 5] =[] e=10a] A=l 2] m=1a 0]
0 =2 i 0 0 1
AB_lZ. 0} BC_[O _@l C’A-[_l O]
0 -1 0 —i —i 0
ot ) w35 e[
és A2=B%2=0%=—1.
Lathato, hogy Z(Q) = {+1}, és minden nem egyelemi részcsoport tartalmazza

Z(Q)-t (minden Z(Q)-n kiviili elem négyzete —1). Mivel a Q/Z(Q) négyelemd csoport
sziikségképpen Abel-csoport, ennek minden részcsoportja norméloszto, tehat a 3. feladat-
sor 6. feladata szerint ()-nak a Z(Q)-t tartalmazd részcsoportjai is normalosztok, s igy
minden részcsoport normaloszto.

Végiil, mivel barmely két nem egyelemt részcsoport metszetében benne van a Z(Q),
nyilvan nem lehet a @ kisebb csoportok szemidirekt szorzata.



Algebra 1. 5. feladatsor/3 2018. oktéber 11.

5. Bizonyitsuk be, hogy S, pontosan akkor tartalmaz a kvaterniocsoporttal izomorf rész-
csoportot, ha n > 8.

Megoldas: S,-ben biztosan nem lehet kvaterniécsoport, ha n < 4, mert ebben az esetben
n! nem is oszthato 8-cal. Az n!-t oszt6é legnagyobb 2-hatvany n = 4,5,6, 7-re 8, 8, 16, 16.
Tudjuk, hogy Ss-nek része a D, diédercsoport (a négyzet négy cstcsan valo hatéassal),
ezért Dy a 2-Sylow-részcsoport Sy-ben és Ss-ben, Sg-ban és Sy-ben pedig Dy x ((56))
16-elemi részcsoport, ezért azoknak ez a 2-Sylowja. Ha ) bedgyazhato lenne ezeknek a
szimmetrikus csoportoknak valamelyikébe, akkor valamelyik 2-Sylowjukba is, s mivel az
Osszes 2-Sylow izomorf (s6t konjugaltak egymassal), Dy-be vagy Dy x Ca-be. De ezek koziil
még a nagyobbikban is csak 4 darab negyedrendd elem van, mig ()-ban 6, tehat () nem
agyazhato be S,-be, ha n < 8.

Sg-ba viszont beagyazhato a Cayley-reprezentacidval, és akkor persze minden n > 8-ra is
beagyazhato az S,,-be.

6. Legyen H < S, |H| > 2, és tegyiik fel, hogy H-ban van pdratlan permutdcid. Bizonyitsuk
be, hogy H nem lehet eqyszeri.

Megoldas: Legyen ¢ : H — (5 az a homomorfizmus, amely 1-et vesz f6]l minden paros per-
mutécion, és —1-et minden paratlanon (kénnyen lathato, hogy ez a leképezés miivelettarto).
A ¢ homomorfizmus sziirjektiv, mert H-ban van paratlan permutacié (persze paros is,
példaul az 1), ezért H/ Kerp = Imp = Cy, vagyis Ker ¢ 2 indexii nomaloszto, s mivel
|H| > 2, ez valodi normaloszto lesz.

7. Legyen a G csoport rendje 2-nél nagyobb, pdros, de 4-gyel nem oszthato. Bizonyitsuk be,
hogy G nem egyszerd.

Megoldds: A Cayley-reprezentacié beagyazza G-t az Sg szimmetrikus csoportba, és itt
minden nem egységelem fixpontmentes. A Cauchy-tétel miatt G-nek van masodrendi ele-
me, amelynek a képe az el6bbi reprezentacional |G|/2 darab — kévetkezésképpen paratlan
sok — diszjunkt transzpozicié szorzata, tehat paratlan permutécio. Igy a 7. feladatbol
kovetkezik, hogy G nem lehet egyszert.

8. Bizonyitsuk be az aldbbi dllitasokat a centrumrol:

a) Z(Gx H)=Z(G) x Z(H);

b) Z(G) minden részcsoportja normdaloszté G-ben;

¢c) NaG= Z(N)«G.

Megoldds:  a) (g,h) € Z(G x H) & (z,y) ' (g,h)(z,y) = (9,h) Vz € G, Vy € H &
(x7tgx,y~thy) = (g, h) Ve € G, Vy e H & 2 lgr=gésy ‘hy=hVz € G, Vy € H
< (g.h) € Z(G) x Z(H).

b) Ha a € H < Z(G), akkor tetszSleges g € G-re g lag = a € H, igy H zart a G-beli
elemekkel vett konjugélasra.

c) z€ Z(N) & z€ N és z7'nz = n minden n € N-re. Z(N) < N < @G, tehét csak azt
kell belatni, hogy Z(N) zart a G elemeivel valo konjugalasra. Ha g € G és z € Z(N),
akkor 29 € N, mert NG, ésn € N-re (g7 tz9) In(g7tzg9) = g7tz (gng—1)zg =
g Y(gng=1)g = n, ugyanis gng=! = (¢7})"tng~! is N-beli, mivel N < G. Tehat
29 =g tzg € Z(N).

9. Ldssuk be, hogy Z(S,) =1, han >3, és Z(A,) =1, han > 4.
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Megoldds: Ha 1 # g € S, ahol n > 3, akkor g = (af8...)..., és v € Q\ {a,[}-ra
gB) =(ay..)...£g9=>g¢ Z(G).

Ha 1 # (aB...)... € A,, ahol n > 4, akkor v, € Q\ {a,5} kiilonb6z5 elemekre
(BYS) € Ay, 65 g7 = (ay...)...# g, tehat g ¢ Z(A,,). (Mellesleg a masodik bizonyitas
g € Sp-re is miikodik, és akkor azt kapjuk, hogy még Cg, (A,) is 1.)

Bizonyitsuk be, hogy N <G, |[N| =2 esetén N < Z(G).

Megoldds: A konjugalas helyben hagyja N-et, de az 1-et csak 6nmagéaba viheti, igy t-t is
helyben hagyja. Ez azt jelenti, hogy t € Z(G), tehat N < Z(G).

Hatdrozzuk meg az (123) elem centralizdtorat Ay-ben, Sy-ben és Ss-ben.

Megoldds: Ha g € Cg,((123)), akkor (123)9 = (123), tehat 1g, 2g és 3g az 1, 2 és 3 ebben
a sorrendben, vagy ciklikusan permutalva, mig 4g = 4. Tehat Cg, ((123)) = ((123)). Mivel
ez Ay-ben is benne van, Cy,((123)) = Cs,((123)) = ((123)). Ss-ben viszont (123)9 =
(123) esetén g az 1,2, 3-at ciklikusan permutalja, de a két fixpontot fel is cserélheti, ezért
Cs,((123)) = ((123), (45)) = C5 x Cy = Cg.

Bizonyitsuk be, hogy ha P € Syl,(G), és N <G, akkor NN P € Syl,(N).

Megoldds: |N N P|||P|, ezért |[N N P| is p-hatvany. Masrészt % = % osztoja %—
nek, ezért nem oszthato p-vel. Igy |N N P| a maximalis p-hatvany, ami oszt6ja |N|-nek,

tehat N N P € Syl,(N).

Bizonyitsuk be, hogy S5 tartalmaz Dg-tal izomorf (nem tranzitiv) részcsoportot. Keressink
a szabdlyos hatszogon 6t olyan alakzatot, amelyeknek a halmazdn a hatszdg szimmetridi
hiiségesen hatnak!

Legyen p prim, és |G| = p™, tovdibbd 1 # N < G. Bizonyitsuk be, hogy N N Z(G) # 1.



