Algebra 1. 6. feladatsor 2018. oktober 18.

. Legyen H < G, |G : H| < n, és |G| > n!. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G nem lehet egyszert.
Megoldds: Legyen k = |G : H|, és ¢ : G — Sk a H jobb mellékosztalyain jobbszorzassal
valo csoporthatas. Mivel |Si| = k! < n! < |G|, a csoporthatés nem lehet hiiséges, azaz
1 # Ker p <G. Viszont Ker ¢ < H < G, ezért Ker ¢ valédi norméloszté G-ben.

. Bizonyitsuk be, hogy egy p-csoportban minden normdlosztokbol dllo normdllanc finomithato
olyan normdlosztokbol dllo normdlldnccd, amelyikben a faktorok p-edrendiek.

Megoldds: A csoport rendjére vonatkozo teljes indukcidval bizonyitjuk az allitast. |G| =p
esetén nincs mit finomitani. Legyen |G| = p”, és tegyiik fel, hogy kisebb rendtiekre igaz.
Legyen a megadott norméllanc 1 = Ny < N1 < ... < N = G. Mivel 1 # N; <G, tudjuk,
hogy Z(G) N Ny # 1 (1d. 5/Hf2. feladat). A Cauchy-tétel szerint ebben van p-edrendd,
részcsoport, legyen ez Z. Ekkor Z < Z(G) miatt Z < G, és Z < N; miatt G/Z-nek
normalosztokbol allo normallanca az 1 < N1/Z < Ny/Z < ... < G/Z. Az indukcios
feltevés szerint ezt finomitani lehet olyan normaélosztokbol allo lanccé, amelyeknek a fak-
torai p-edrendiiek, és annak az Gsképe G-ben az 1 < Z lanchoz hozzaillesztve megfelels
finomitasat adja a G eredetileg megadott norméallancanak.

. Bizonyitsuk be, hogy G nem lehet egyszeri, ha |G| = 36, 56, vagy 80.

Megoldds: Ha |G| = 36 = 2232, akkor G 3-Sylow-részcsoportja 9-elemii, tehat 4 indext
részcsoport. Mivel |G| > 4!, az 1. feladat szerint G nem lehet egyszer.

Ha |G| = 56, és P € Syl7(G), akkor |Syl7(G)| =1 (mod 7), és |Sylz(G)| | |G : P| =38
miatt |Syl7(G)| = 1 vagy 8. Az els6 esetben P <G, tehat G nem egyszerii. Ha viszont
8 darab 7-Sylow van, akkor — mivel ezek primrendi csoportok, tehat nem metszhetnek
egymésba — a 7-Sylowok Osszesen tartalmaznak 8 - 6 = 48 darab 7-edrendii elemet. Igy
G-ben legfoljebb 56 — 48 = 8 nem hetedrendii eleme van. Tetsz6leges 2-Sylow csak ebben a
8-elemi halmazban lehet benne, de a 2-Sylowok is 8 elemtek, ezért ezek mind megegyeznek,
azaz a 2-Sylow normaloszto. Igy arra jutottunk, hogy ebben az esetben sem egyszerd a G
csoport.

Ha |G| = 80, akkor [Syl5(G)| =1 (mod b), és |Syls(G)| | 16, ezért |Syls(G)| = 1 vagy
16. Ugyantigy, mint az el6z6 esetben, vagy azt kapjuk, hogy az 5-Sylow normaéloszto, vagy
elemszamlalassal latjuk, hogy az 5-6drendi elemek lefednek 64 elemet a 80-bol, tehat a
maradék 16-elemi halmazba mar csak egy 2-Sylow fér bele, ezért ilyenkor a 2-Sylow lesz
normaélosztoé.

a) Hdany 3-, 5-, illetve T-Sylow részcsoportja lehet egy 105 elemd G csoportnak?
b) Bizonyitsuk be, hogy ennek a csoportnak valamelyik p-Sylowja normdlosztd.
¢) Bizonyitsuk be, hogy a 7-Sylow mindenképpen normdloszto.
Megoldas:  a) |Syls(G)| =1 (mod 3), és osztdja 35-nek, tehat 1 vagy 7.
|Syls(G)] =1 (mod 5), és osztoja 21-nek, tehat 1 vagy 21.
|Syl7(G)] =1 (mod 7), és osztoja 15-nek, tehat 1 vagy 15.

b) Az el6bbiekbdl lathato, hogy vagy normaloszto a 7-Sylow, vagy elemszamlalassal kijon,
hogy a hetedrendid elemek lefednek a 105-bél 6 - 15 = 90 elemet, tehat az Gsszes
3- és 5-Sylow benne van a maradék 15-elemii halmazban. De ha az 5-Sylow nem
normaloszto, akkor van bel6le 21, és azok nem férnek el (mivel primrendiiek, igy
paronkén diszjunktak). Tehat ebben az esetben az 5-Sylow lesz normaloszto.
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c) A b) rész masodik esetében legyen P5;<G az 5-Sylow. Ekkor |G/ Ps| = 21, és igy ebben a
7-Sylow sziikségképpen normalosztd. De akkor annak az Gsképe G-ben N <G, amelyre
IN/Ps| = 7, azaz |[N| = 35. Viszont egy 35-elemii csoportban is normalosztonak
kell lennie a 7-Sylownak, tehat N-ben egyetlen 7-Sylow van, és a G 6sszes 7-Sylowja
ennek konjugaltja, tehat szintén benne vannak az N-ben, ezért |Syl;(G)| = 1, vagyis
a 7-Sylow normaéloszté6 G-ben.

5. A Sylow-részcsoportok vizsgdlatdaval bizonyitsuk be, hogy minden 15-ddrendi csoport cik-
likus.

Megoldas: Legyen |G| = 15, és P3 € Syl3(G), Ps € Syls(G). Mivel |Syls(G)| = 1
(mod 3) és osztoja 5-nek, |Syls(G)| =1, és igy P3 <G. Ugyanigy |Syls(G)|=1 (mod 5)
és osztoja 3-nak, tehat |Syls(G)| = 1, és igy Ps < G. De a P3 és Ps normélosztokra
P3N P; = 1, mert relativ prim rendtiek, és |P3P5| = ng'r'f;z" = 15 = |G| miatt PsP5 = G,
tehat G = P3 x P5; = (3 x C5 = (5, ahol kihasznaljuk, hogy P3 és Ps; primrendd, tehat
ciklikus, és hogy relativ prim rendd ciklikusok direkt szorzata maga is ciklikus.

6. Hdny eleme van a Zy folotti 3 X 3-as invertdlhaté matrixok csoportjanak, GLo(Zs)-nek?
Adjuk meg ennek a csoportnak eqy 2-Sylow-részcsoportjdt.

Megoldds: Egy 3 x 3-as matrix pontosan akkor invertalhato, ha a harom sora fiiggetlen.
Tehat G Lo(Z3)-nak annyi eleme van, ahanyféleképpen ki lehet valasztani harom fiiggetlen
vektort Zg—b()l. Az elsé sor barmely nem nulla vektor lehet, tehat 23 —1 = 7-féle, a masodik
sor nem lehet ennek skalarszorosa, igy ennek a kivalasztésara 23 — 2 = 6 lehetdség van,
végiil a harmadik barmi lehet, ami nem fiigg ett&l a két fiiggetlen vektortol, s mivel ezeknek
22 = 4 kiilénb6z6 linearis kombinaciéja van, a harmadik sor 23 — 22 = 4-féle lehet. Tehat
|GLo(Zs3)| =7-6-4=168.

168 = 23 .3 .7, igy a csoport 2-Sylowja S-elemii. Ilyen méret(i részcsoportot viszont
konnyen talalunk: az invertalhato fels6 haromszégmatrixok nyilvan részcsoportot alkotnak,
és ezekbdl éppen 8 darab van (az atlos elemek csak 1-ek lehetnek, és a f6lotte levs harom
mindegyike 0 vagy 1).

7. Izomorfia erejéig hany Abel-csoport van, amelynek rendje

a) 32;
b) 3607
Megoldas: a) Az Abel-csoport kanonikus alakjaban mindegyik ciklikus csoport 2-
hatvanyrendd, és a rendek szorzata 32 = 25, tehat annyiféle csoportot kapunk,

ahanyféleképpen fel lehet bontani az 5-6t pozitiv egészek Osszegére: 5, 4 + 1, 3 + 2,
3+1+1,24+241,2+1+1+1és14+14+1+1+1. Ez hét nem izomorf Abel-csoportot
ad: 032, 016 X 02, Cg X 04, Cg X 02 X 02, 04 X 04 X 02, 04 X 02 X 02 X 02 és
CQXCQXCQXOQXOQ.

b) 360 = 23-32.5. A csoport kanonikus alakjaban a 2-hatvinyrendd rész (a csoport
2-Sylowja) 3-féle lehet (3 =3, 2+ 1,1+ 1+ 1), a 3-Sylow 2-féle, az 5-Sylow pedig
egyféle, tehat 3-2-1 = 6 ilyen Abel-csoport van.

8. Hdany 12-edrendd részcsoportja van a Cy x Cy x Cq Abel-csoportnak? FEbbdl hdany nem
ciklikus?
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Megoldds: Abel-csoportban minden p primre egyetlen p-Sylow van, és ez tartalmazza az
Osszes p-hatvanyrendd elemet. Tehat ha a G = C4 x (5 x Cy csoport 2-Sylowja Ga, 3-
Sylowja G3, és egy H < G részcsoport 2-, illetve 3-Sylowja Ho és Hs, akkor Hy < G =2
Cy x Cq, s H3 < G3 =2 Cy. De |H| =12 = |Hy| = 4 és |H3| = 3. A ciklikus G3-nak
csak egy harmadrendi részcsoportja lehet, tehat H3 egyértelmi. Hs vagy Cy-gyel, vagy
CyxCa-vel izomorf. Az elst esetben G5 negyedrendii elemeit kell 6sszeszamolni, és elosztani
kettével (ugyanis egy negyedrendii ciklikus csoport generatora kétféle elem is lehet), igy
az ilyen Hy-k szama 2-2/2 = 2. A masodikban Hs minden # 1 eleme masodrendi, tehat
benne van a Cy x Cy részcsoportban, de |Hs| = 4, igy ez egyértelmd. Azt kaptuk, hogy
Osszesen harom 12-edrendd részcsoport van, és ebbdl ketts Cy x ('3 = (Co-vel izomorf,
tehat ciklikus, a harmadik pedig Cs x Cs x Cs-mal izomorf, igy nem ciklikus.

Tegyiik fel, hogy 5 | |G| és |G| | 100. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G-nek van 5 indexd
T€S2cS0portja.

Megoldas: Ha 25 nem osztoja |G|-nek, akkor a 2-Sylow 5 indexd, ha |G| = 25, akkor pedig
tudjuk, hogy G-ben van 6tédrendd részcsoport.

Tegytiik fel most, hogy |G| = 50 vagy 100. Vegyiik észre, hogy |Syls(G)| = 1 (mod 5)
és |Syls(G)| | 4 miatt csak egyetlen 5-Sylow lehet a csoportban, és igy az normaloszto.
Legyen az 5-Sylow P. Mivel P primnégyzet elemszami, csak Abel-csoport lehet, tehat
vagy Cos-tel, vagy C5 x Cs-tel izomorf. Belatjuk, hogy G-ben van 6tédrendid normaéalosztod
is, és akkor ez a 2-Sylowval egyiitt 5 indext részcsoportot general.

Ha P = (55, akkor ennek egyetlen 6todrendt részcsoportja van, és P < G miatt ez is
normaloszto, ugyanis minden konjugalas P-ben hagyja, és 6todrendd részcsoportba viszi,
tehat helyben hagyja ezt a részcsoportot.

Ha P = (5 x Cs, akkor ez multiplikativan irt, Zs folotti kétdimenzids vektortérnek
tekinthets, amin a csoport elemei a konjugalassal automorfizmusként, azaz invertalhato
linearis transzformacioként hatnak. Mivel P Abel, tetsz6leges részcsoportjat normalizalja,
tehat elég belatni azt, hogy valamelyik 2-Sylow-részcsoport (amely a feltételek miatt 2 vagy
4 elemd, tehat Co, Cy vagy Cy x Cs) normalizalja P valamelyik 6telemi részcsoportjat.
Vektortérre atfogalmazva: Ha egy Zs f0lotti 2-dimenzidés V' vektortérnek adva van egy
masod- vagy negyedrendi linearis transzforméaciéja, akkor annak van sajatvektora, illetve
ha van két egymassal felcserélheté masodrend linearis transzforméacioja (a Co x Cy eset),
akkor azoknak van kozos sajatvektoruk.

Az els6 esetben a transzformacio (illetve a matrix) minimalpolinomja osztéja az % — 1 =
(22 =122 +1) = (22 = 1)(2® = 4) = (z — 1)(z + 1)(z — 2)(z + 2) polinomnak, gy van
sajatértéke Zs-ben, és akkor van sajatvektora V-ben.

A masodikban legyen A és B a két transzformaci6 maétrixa. Mindkettének a
minimélpolinomja osztéja az x2 — 1 polinomnak, igy diagonalizalhatok, és csak +1 lehet-
nek a sajatértékeik. Ha A skalarmatrix, akkor a B-nek egy tetszsleges sajatvektorat ez
is helyben hagyja, tehat taldltunk egy egydimenziés invarians alteret. Ha nem, akkor
A ~ diag(1,—1), tehat példaul az 1-hez tartozo sajataltere egydimenziés. Viszont A
sajatalterét az A-val felcserélhet6 B matrix is helyben hagyja: ha Av = Av, akkor
A(Bv) = (AB)v = (BA)v = B(Av) = BAv = A(Bv), igy ekkor is talalunk V-ben
olyan egydimenzios alteret, amely A-ra és B-re is invarians.



