Algebra 1. 7. feladatsor 2018. oktober 31.

1. Bizonyitsuk be a kommutdtor-részcsoportokrol a kovetkezd dllitdsokat!
a) (Gx H) =G x H;
b) H <G esetén H' < G' N H, de nem feltétleniil egyenldk;
c) ¢ : G — H homomorfizmusra ¢(G") = (¢(Q))’.
Megoldds:
a) [g1h1, g2ha] = (g1h1) " (g2he) "t g1higahe = g1 g5 'g192h7 'hy Thihe = (g1, g2][ha, ho]

b)

c)

G’ x H'-ben van = (G x H) <G’ x H'. Masrészt G < G x H = G' < (G x H)', és
ugyanigy H' < (G x H)', tehat G’ x H' = (G',H') < (G x H)'

Minden hq, he € H-ra [hy, ho] € G’ és nyilvan H-beli, igy [h1, ho] € G' N H, és akkor
a generalt altér, H' is G’ N H-ban van. De altalaban nem egyenlék, pl. G = S3 és
H={((123))-raH =1,de G NH =A3sNH=H.

A ¢(G)’ csoport generatorai [p(z), p(y)] = ¢(z) " o(y) " p(z)o(y) = p(z ™y~
©([x,y]) éppen a G’ generatorainak képei, tehat o(G) = p(G’).
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2. Hatdrozzuk meg a kovetkezd csoportok centrumdt és kommutdtor-részcsoportjdt!

a b

a) S, b) D, c) egyp® rendi nem-Abel csoport d) { lo c} ’a,b,cGZg, a,c;«éO}

Megoldas:  a) El6adason bizonyitottuk, hogy Z(S,,) = 1, ha n > 3, és nyilvanvalo, hogy

Z(S1) = Sy és Z(Sa) = Sy. Masrészt S, /A, = Cy (n =1 esetén 1), ezért S), < A,.
Viszont n > 5 esetén A,-nek nincs valodi normélosztoja, és S, /1 nem kommutativ,
tehat ilyenkor A,, a legkisebb olyan normaéloszto, amellyel vett faktor kommutativ,
azaz S|, = A,. Az S, 6sszes normalosztojat ismerjikk: 1 < K = ((12)(34), (13)(24)) <
Ay < Sy, és ebbdl a K-val vett faktorcsoport Ss-mal izomorf, tehat nem kommutativ,
igy Sy = Ay. Ss-ban is Aj a legkisebb, Abel faktortu normaloszto, végil n = 1, 2-re
S/ =1= A,,. Tehat minden n-re igaz, hogy S/ = A,,.

Semelyik tiikrozés nincs a centrumban, mert a tiikrozések nem felcserélhetSk az f-fel:
(tf)Lf(tfF) = f7Rf71fk = f=1 Masrészt t71fFt = f~F csak akkor egyenls f*-
val, ha f2¥ = 1, vagyis paratlan n-re a forgatasok koziil csak az 1 van a centrumban,
paros n-re pedig az (f) masodrendd eleme, ami a 180°-os forgatas. Tehat Z(D,,) = 1,
ha n paratlan, és Z(D,,) = (f"*/?) = Cy, ha n paros.

[t f] = t7Hf~1tf = (7L = (fFH7Hf = f2, ezért (f?) < D!. Tovabba
(f?)<D,,, mert a t-vel valé konjugalas az inverzébe viszi, az f-fel valo pedig hely-
ben hagyja. Viszont | (f) : (f?)| = 1 vagy 2 aszerint, hogy n pératlan vagy paros,
ezért |D,, : (f2)]| = 2 vagy 4, és ebbdl mindkét esetben kivetkezik, hogy D,/ (f?)
Abel-csoport, igy D!, < (f?), tehat D!, = (f?).

A centrumrél a zh-n bizonyitottuk, hogy p-elem:

|Z(@G)] osztoja |G| = p3-nek, tehat csak 1, p, p? vagy p° lehet.

1 nem lehet, mert tudjuk, hogy véges p-csoport centruma nem trivialis.

p® nem lehet, mert akkor G’ kommutativ lenne.

Ha |Z(G)| = p?, akkor |G/Z(G)| = p = G/Z(G) = C,, és tanultuk, hogy ha a cen-
trummal vett faktor ciklikus, akkor a csoport kommutativ (ui. Z(G) és még egy elem
kigeneralja a teljes csoportot, és ennek a generatorrendszernek az elemei paronként
felcserélhetsk egymaéssal), tehat itt is ellentmondasra jutunk.

ley Z(G) = C,.



Algebra 1. 7. feladatsor/2 2018. oktéber 31.

Z(Q) <G, és |G/Z(Q)| = p? az elsbbiek szerint, és minden p?-rendii csoport kom-
mutativ, igy G < Z(G). Viszont Z(G)-nél kisebb csak az 1 lehet, és G/1 = G nem
kommutativ, igy G' = Z(G) = C,,.

d) A megadott halmaz valoban csoportot alkot, mert invertalhato felsé haromszog-
méatrixok szorzata és inverze is olyan. Nevezziik ezt a csoportot G-nek. Ekkor

G| =2-2-3=12.

a bl|lz y| |ax ay+bz| x yl|lla b |ax bxr+cy
0 ¢c||0 z| |0 cz “ o z[]lo ¢| "o cz
akkor egyenlé minden xz,y, z-re (ahol zz # 0), hab=0 (pl. =1,y =0, z = —1

esetén), és a = ¢ (pl. = = y = z = 1 esetén), tehat csak a két skalarmatrix lehet a
centrumban, és azok valoban felcserélhetGk minden métrixszal, ezért

Z(G) ={allacZ3\{0}}.

1 . : .
G-ben az [ b] matrixok 3-elemd N csoportja norméloszt6, ugyanis

K|t R O

A G/N faktorcsoport 4-edrendd, igy sziikségképpen kommutativ, ezért N > G’. Vi-

szont G/1 = G nem kommutativ, példaul [(1) g} és [(1) ” nem felcserélhetsk, igy

G’:N:Hé ﬂ )bezg}.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha H mazximdlis valodi részcsoportja G-nek, akkor H > Z(G) vagy
H>dG.
Megoldds: Ha Z(G) £ H, akkor a H < HZ(G) < G, és H maximalitdsa miatt HZ(G) =
G. De akkor minden g € G felirhatoé hz alakban, ahol h € H és z € Z(G), és az ilyen
elemek kommutatora

[hlzl, hQZQ] = zflhl_lzglh;lhlzlhng = 21_12122_122h1_1h2_1h1h2 = [hl, hg] € H,

ezért G' < H.

4. Bizonyitsuk be, hogy a G csoport feloldhato, ha G rendje
a) p*q%, ahol p és q kiilénbozo primek;
b) pqgr, ahol p, q, r kiilonbézd primek;
c*) p3q, ahol p és q kiilénbozé primek.

Megoldds:  a) Feltehets, hogy p > ¢. Legyen P € Syl,(G). Tudjuk, hogy |Syl,(G)| =1
(mod p) és |Syl,(G)| | ¢*>. Mivel ¢ < p, az osztok koziil csak 1 és ¢ jon szoba. Az
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els6 esetben P <G, és P p-csoport, G/ P pedig g-csoport, ezért mindkettd feloldhato,
s igy G is feloldhato.

A masodik esetben p | ¢2 —1=(q—1)(¢+1). De g —1 < p, és p prim, igy p | ¢+ 1,
smivel ¢+ 1 < p, csak p = ¢ + 1, azaz ¢ = 2 és p = 3 lehetséges, vagyis |G| = 36.
Ebben |G : P| = 4, ezért van egy homomorfizmus G-bdl Sy-be a P mellékosztalyain
valo hatassal. Mivel |G| > |Sy|, ennek a magja nem 1, és benne van P-ben, tehat nem
is az egész GG. Ha N ennek a homomorfizmusnak a magja, akkor N p-csoport, igy
feloldhato, és |G/N| = ¢* vagy pq?, és az ilyen csoportokrol az elGadason belattuk,
hogy feloldhatok. Tehéat G is feloldhato.

b) Feltehets, hogy p > ¢ > r. Legyen P € Syl,(G). A p-Sylowok szama kongruens 1-gyel
modulo p, és osztdja qr-nek, de 1 < q,r < p, igy csak 1 vagy qr lehet. Ha 1, akkor
P <@ feloldhato, és |G/P| = qr = G/ P szintén feloldhato az elsadason bizonyitottak
szerint, igy G is feloldhato. Ha ¢r darab p-Sylow van, akkor — mivel a kiilonbo6zé
p-rendii ciklikus részcsoportok diszjunktak — G-ben gr(p — 1) darab p-edrendi elem
van, a maradék benne van egy pgr — pg(p — 1) = gr elemii részhalmazban. Ennek
tartalmaznia kell az 0sszes ¢-Sylowot, de azok is diszjunktak, és ¢ + 1 darab mar nem
fér el belslik ((¢g—1)(g+1) > (¢—1)g > rq), ezért G-nek egyetlen g-Sylowja van. Ez
azt jelenti, hogy a @) ¢-Sylow részcsoport norméloszté G-ben, és feloldhato is, tovabba
|G : Q| = pr miatt G/Q is feloldhato, ezért G is feloldhato.

Adjuk meg egy kompozicidlancdt a D,, diédercsoportnak és a GLo(Z3) csoportnak.
Megoldds: ~ Dp-nek normélosztoja (f) = C,, és D,/ (f) = Cy. A C, ciklikus

csoportnak van kompoziciolanca primrendd faktorokkal: ha n = pi*---p%, akkor a
D1y, PN PP, - -y ..., rendd egyértelmi részcsoportok (és persze normélosztok) ilyen

lancot adnak. Mivel D,,/ (f) is egyszert, igy D,,-nek is kompoziciolancat kapjuk.
A G = GL3(Z3) csoport rendje (3% — 1)(3%2 — 3) = 48. Hattassuk a G-t a Zs folotti
kétdimenzios tér négy egydimenzios alterén: ¢ : G — S;. A hatds magjaban azok
a matrixok vannak, amelyeknek minden nem nulla vektor sajatvektora, azaz a két in-
vertalhato skalarmétrix, +1, igy |Im¢| = 2 =24 = G/Kerp 2 Imp = Sy, tehat az Sy
kompoziciolancanak, az 1< ((12)(34)) <K < A4 < Sy norméllancnak az &sképe kiegésziti az
1 < Ker ¢ lancot G kompozicidlancava, amelynek faktorai Cy, Co, Cs, C3, Cs.
Ha konkrétan meg akarjuk adni a kompozicidlanc elemeit G-ben, érdemes észrevenni,
hogy az 1 determinansi matrixokbol &allo, Ker -t tartalmazd SLo(Zs) egy 2 in-
dexti részcsoportba képzodik, igy csak ez lehet ¢~ 1(Ay). ¢ HK) az SLy(Zs)
egyetlen 2-Sylowja, tehat csak elegends szamu, 2-hatvany rendtd maétrixot kell talalni a
generalasahoz, pl. negyedrendtieket, azaz, amelyeknek a karakterisztikus polinomja x2 4 1:
o 1K) = < {(1] _(1)] , h _H > Végiil ebbdl egy negyedrendt részcsoport, mondjuk,
0 -1
1 0

1<{ﬂ}<<ﬁ ‘(1]]><<H ‘H E _”><SL2(23)<GL2(23).

a) Bizonyitsuk be, hogy az x,y elemek dltal generdlt szabad csoportot az { x,zy } halmaz
1S szabadon generdlja.

> jo lesz €l6z6 lancszemnek. Tehat G L2 (7Zs3) kompoziciolanca:



Algebra 1. 7. feladatsor/4 2018. oktéber 31.

1 2

b) Bizonyitsuk be, hogy ugyanebben a csoportban az S = {x,y~ ry®} halmaz

szabadon generdlja a (S) részcsoportot.

Y,y

Megoldds: a) Vegylik azt az F'(x, z) szabad csoportbol F'(z, y)-ba mend homomorfizmust,
amely az © — x, z — xy leképezés kiterjesztése. Belatjuk, hogy egy redukalt szo
képének redukalt alakjaban y ugyanannyiszor és ugyanolyan kitevén szerepel, mint az
eredeti szoéban a z. Az allitast az eredeti szd hosszara vonatkozd teljes indukcioval
bizonyitjuk, és az indukcios feltevés tartalmazza azt is, hogy adott végzédésii szo képe
hogyan végzddik az F(x,y)-beli redukalt alakjaban.

4 z1 z r!
2y LY — o X ...yx_l
L2l e ...y_lx_l — ...y_lx_l ...y_l A
ST ..z vagy ...yt yleyTleT ) L —
..x_1|—>...x_1, de nem ...y_lx_l - ...y_lx_l — it

Igy a magban nem lehet olyan redukalt sz6, ami tartalmaz z-t, viszont x* képe, x*

sem 1, ha k # 0. Tehat a homomorfizmus injektiv, igy (z, zy) izomorf a két elemmel
generalt szabad csoporttal, ahol a szabad generatorok x és xy

b) Vegyiik azt az F(u, v, w) szabad csoportbél F'(z,y)-ba mend homomorfizmust, amely
az u — x, v — y lzy, w — y 2xy? leképezés kiterjesztése. Ez egy n hosszisagu
redukélt szohoz olyan F(z,y)-beli szot rendel, amelynek a redukalt alakjaban az x+!
megjelenéseinek a szdma pontosan n, ugyanis az azonos tipusu (u, v vagy w, illetve
ezek inverzei) Osszevonéasabol keletkezett részszo redukalt alakjanak elején és végén
ugyanaz az y-hatvany szerepel, ami az u, v, illetve w elején és végén, és csak a bels§
y-ok esnek ki, és ezutan a kiilonbo6zé blokkok 0sszeszorzasanal nem nyelddik el a teljes
y-hatvany, igy az z-ek végig ugyanolyan kitevén maradnak. Ez azt jelenti, hogy a
leképezés magjaban csak az 1 van, tehat () izomorf a harom elemmel generalt szabad
csoporttal, ahol a szabad generatorok az S elemei.

7. Bizonyitsuk be a kévetkezd izomorfidkat a relaciokkal megadott csoportokra.

a) (w,y,z|2? =y =23 =1, ay =y, z7taz =y, 27 yz = zy) = Ay;

b) (z,y|2* = y* =1, xyry = yayz) = Dy;

c) {x,y|x? = y* = 1) minden véges nem kommutativ homomorf képe izomorf valamelyik
diéder csoporttal.

Megoldds: a) Az As-ben a = (12)(34), b = (13)(24) és ¢ = (132) kielégitik az a® = b? =
3 =1, ab = ba, a® = b és b° = ab relaciokat, és Ay = (a,b, c) ezért a Dyck-tétel
szerint A4 homomorf képe a relaciokkal megadott G csoportnak. Maésrészt G-ben
zy = yo miatt (), (y) < (2, ), fey | (@9 = | (@) (o) | < | (@] - | ()] <2-2 =4, 6s
z € Ng((z,y)) mert mindkét generatorelemet a részcsoporton beliilre konjugalja, ezért
(,y)2(z,y,2) = G, amibdl |G| = | (z,y) (2) | < [(2,9) ] |[(2)| < 4-3 =12 = |A4],
igy a G-bsl Ag-be mend sziirjektiv homomorfizmus csak izomorfizmus lehet.

b) Dy = (t, f) = (t,tf), és a t,tf generatorok kielégitik a megadott relaciokat: 2 = 1,
()2 =1, s LLPE(LF) = Ff = f? egyenls (LF)E(Lf)t = tfft = 71 f2 = f2 = f2
tel, tehat D4 homomorf képe a relaciokkal megadott G csoportnak. Masrészt G-ben
1= zyzye~ 'y tey ™! = ayzyryry = (vy)* esa N ay)r =yor =y a7t = (ay) 7,
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Bizonyitsuk be, hogy (x,y,z |y~

igy (zy) <(zy,z) = (z,y) = G = |G| = | (zy) () | < [{zy) |- | (x})]| < 4-2 =38, tehit a
G-bél Dy-be mend sziirjektiv homomorfizmus csak izomorfizmus lehet.

Tegyiik fel, hogy H véges nem kommutativ csoport, mely homomorf képe a megadott
relaciokkal generalt csoportnak. Ekkor H = (a,b), ahol a® = b = 1. Legyen
n = o(ab). Mivel a~!(ab)a = ba =b"ta"! = (ab)~!, a H = (a,b) = (ab, a) csoport ho-
momorf képe a G = (z,y|2" =1, y? =1, y oy = 271) relaciokkal definialt csoport-
nak, és ugyanigy D,, = (f,t) is homomorf képe G-nek. Viszont |G| = | (x) (y) | < 2n,
mig (ab) < H, mivel H nem kommutativ, tehat |H| > 2n, és | D, | = 2n, tehat mindkét
homomorfizmus izomorfizmus, és igy H = G = D,,.

Loy =22, 27 lyz =92, o7tz = 22%) = 1.

. Adjuk meg definidlo reldacickkal a kévetkezd csoportokat:

a)02><02><04 b)CgXCg

Megoldads: a) G = (z,y,z|22=y?> =2 =1, 2y = yz, 22 = 22, yz = 2y) relacioit

b)

kielégitik a harom direkt komponens generatorelemei, igy Cy x C5 x Cy homomorf
képe G-nek, masrészt G a harom felcserélhetségi relacié miatt kommutativ, és igy
Gl = {z,y,2) | = [(x) () () | < [{2) [ [ ) [ [(2) [ £2-2-4 =16 =[Cy x C x 4,
tehat G = CQ X CQ X 04.

Mivel C3 x Cg 22 Coy, egyetlen generatorral is meg lehet adni: Cyy = (x| 224 = 1).

Bizonyitsuk be, hogy G feloldhaté, ha |G| = 8p, és p pdratlan prim.

Bizonyitsuk be, hogy (x,y |y~

oy = a?, a7 lyr = y?) =1



