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. Egyr € R gytrielem idempotens, ha r*> = r. Bizonyitsuk be, hogy ha egy gyirinek minden
eleme idempotens, akkor a gyirid kommutativ. Hdny eleme lehet egy ilyen tulajdonsdgu
véges gytrinek? Adjunk meg ilyen végtelen gyirit is!

Megoldds: Legyen a € R tetszSleges elem. A feltétel szerint a +a = (a +a)? = a? + a® +
a’> +a’> =a+a+a+a, amibél a + a-t kivonva azt kapjuk, hogy a +a = 0, azaz a = —a
minden a € R-re.

Most tetszéleges =,y € R-re x +y = (x+y)2 =>4+l taoytyr=x+y+ay+yr =
xy +yr =0 = yr = —xy = xy az el6bbiek szerint, tehat R valoban kommutativ.

Ha R véges, akkor abbol, hogy az (R, +) Abel-csoportban minden elem rendje 2 vagy 1,
azt kapjuk a véges Abel-csoportok alaptételének felhasznalasaval, hogy (R,+) kételemi
ciklikus csoportok direkt szorzata, igy |R| 2-hatvéany, és tetszdleges n-re létezik is ilyen 2"
elemt gytiri, egy n-elemd halmaz hatvanyhalmazan értelmezett (P(H), N, ») Boole-gytir.
Ha a H halmaz végtelen, akkor ez a Boole-gytri olyan végtelen gytird, amelyben szintén
igaz, hogy minden elem idempotens.

e

. Bizonyitsuk be, hogy ha R egységelemes gyird, és a € R nilpotens (azaz van olyan n > 0
egész szam, amellyel a™ = 0), akkor 1 + a invertdlhatd!

Megoldds: Ha a™ = 0, akkor (1+a)(1—a+a?—a3+...+(=1)""ta" 1) = 1+(-1)"a" = 1,
és a masik sorrendben vett szorzatuk ugyanigy 1, tehat 1 + a invertalhato, és az inverze
l—a+a?—a®+...

. Bizonyitsuk be, hogy ha 1 € R, a,b € R, és 1+ ab-nek van inverze, akkor 1+ ba-nak is van!

Megoldas: El6szor bizonyitsuk be az allitast arra az esetre, amikor ab nilpotens, mondjuk,
(ab)™ = 0. Ekkor ba is nilpotens, ugyanis (ba)"*! = b(ab)"a = b0a = 0. Az el6z6
feladat megoldasa szerint ekkor ab és ba is invertalhato, és az inverziik ¢ = (1 + ab)™! =
1—ab+ (ab)? — (ab)®+...ésd = (1+ba)"t =1 —ba+ (ab)? — (ba)® +... (legaldbb n + 1
tagot kiirva). Vegyiik észre, hogy ebben az esetben d = 1 — bea.

Most belatjuk, hogy altalanosan is igaz, hogy ha c az 1 + ab inverze, akkor d = 1 — bca az
1+ ba inverze.

c(1+ab)=1=(1+ab)c = cab=1—c= abc. Igy

d(1 + ba) = (1 —bca)(1 + ba) = 1 — bca + ba — becaba = 1 — bca + ba — b(1 — ¢)a =
1 —bca+ ba — ba + bca =1, és

(1 +ba)d = (1 4+ ba)(1 —bca) = 1+ ba — bca — babca = 1 + ba — beca — b(1 — ¢)a =
14 ba — bca — ba + bca = 1, tehat 1 4 ba is invertalhato.

a) Bizonyitsuk be, hogy H tisztdn képzetes elemeit R? vektorainak tekintve (ahol i, j, k a
standard bdzis elemei), az u,v € R? vektorok H-beli szorzata —uv + u x v, ahol uv
skaldrszorzat, u X v pedig vektoridlis szorzat.

b) Hatdrozzuk meg H centrumdt, azaz a Z(H) = {z € H|zr = rz Vr € H} részalgebrdt.
Hdny dimenzids altér a nem centrumbeli elemek centralizdtora?

Megoldas: a) (ai+bj+ ck)(a'i+V'j+ k) =
= —(aad" +bb' + ) + (bd — V)i + (ca’ — ac)j + (ab — ba')k == —uv +u x v,
ha u= (a,b,c) és v = (d,V, ).
b) Az a) rész szerint H elemei tekinthetsk olyan formélis 6sszegnek, amelynek elss tagja
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(a kvaternio6 valos része) skalar, a masodik egy R3-beli vektor.

(a+uw)(f+vVv)=af+av+uf—uv+uxv
(a+u)(f+vVv)=La+va+pfu—vu+vxu

Mivel az 1, és igy annak minden skalarszorosa is felcserélheté H minden més elemével,
és a skalarszorzat is kommutativ, a két szorzat elsé négy tagja ugyanaz, az 6todik
pedig pontosan akkor egyenld, ha u x v = 0, azaz ha u és v parhuzamosak. Ebbdl
kovetkezik, hogy Z(H) csak az 1 skalarszorosaiboél &ll, és minden nem centrumbeli
elem, a + u (ahol u # 0), centralizatora 2-dimenzits, az 1 és u altal generalt altér.

a) Legyen G wvéges csoport, és R = KG csoportalgebra. Bizonyitsuk be, hogy I =
K(3_,cq9) idedl R-ben, és I < Z(R).

b) Ldssuk be, hogy G = C3 és K = Zy esetén ennek az idedlnak van komplementer idedlja,
azaz olyan J<R, amelyre [ +J = R és INJ =0, de G = C5 és K = Z3 esetén nincs.

Megoldds:  a) Legyen z = EgeGg. Ekkor zh = deG gh = Zg’GG’ ¢’ = z minden
h € G-re, mivel a Cayley-reprezentaci6 szerint a h-val valé jobbszorzas permutalja G
elemeit. Ugyanigy igaz az is, hogy hz = z minden h € G-re. Ebbdl kovetkezik, hogy
z (és persze z minden skalarszorosa is) felcserélheté a G minden elemével, és igy ezek
linearis kombinécidival, azaz KG elemeivel is. Tehat Kz < Z(KG). Tovabba Kz
nyilvan K-altér, és G tetszbleges elemével valo barmelyik oldali szorzas, és igy a KG
elemeivel val6 szorzas is, onmagaba viszi, tehat Kz < KG.

b) Vegyiik észre, hogy ha az I,.J idealokra I N J = 0, akkor IJ is nulla, ugyanis I-
nek és J-nek is része. Tehéat elGszor is olyan elemeket keresiink, amelyek nulldba
szorozzdk a z = 1 + a + a? elemet (ahol G = (a) = C3). Mivel zh = z = hz minden
h e Gre, =73 ) cpunhra 2o =22 = (D, 4 Hn)Z, és ez akkor és csak akkor 0, ha
>nem bh = 0. Tehat a keresett ideal része az {al 4+ fa+va®|a+ 5+~ =0} 2-
dimenzios altérnek. Ez az altér ideal is, mert egy csoportelemmel beszorozva valamely
elemét, az egyiitthatok ugyanazok maradnak, csak a csoportelemek cserélédnek ki
mellettiik. A K = Z5 esetben Kz diszjunkt ett6l az idealtol, és igy a dimenziok miatt
I+ J = K( is teljesiil, ha ezt valasztjuk J-nek. Viszont a K = Z3 esetben ez az ideal
tartalmazza I-t, tehat ennek semmilyen J részére nem teljesiilhet, hogy I + J = KG
legyen.

Mit mondhatunk az olyan R gyirirél, amelyben minden a € R elemre a {0,a} halmaz
idedlja R-nek?

Megoldads: FEl6szor is a+a csak 0 lehet, tehat a gytri additiv csoportja Zs f6l6tti vektortér.
Masrészt ha |R| > 3, akkor tetszSleges a # 0 és b # a elemre ab,ba € {a,0}N{b,0} =
{0}, tehat ab = ba = 0. Viszont van b € R\ {a,0}, és arra a +b # a , ezért
0=a(a+b) =aa+ ab= aa is igaz, igy R csak zérogytri lehet.

|R| < 2 esetén a feltétel semmitmonds, {0} és R nyilvan mindig idealja R-nek. A
zérogytrikon kiviil ez még a Zs-t adja.

Adjuk meg a Kl[x,y] gyirid (ahol K kommutativ test) x és y? dltal generdlt idedljdnak

o o

elemeit. Adjuk meg a faktorgyirit az idedl mellékosztalyainak egy alkalmas reprezentdns-

o o

rendszerével. Mik az idedljai a faktorgyirinek?



Hf1.
Hf2.
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Megoldds: Az Osszes olyan polinom benne van a generalt idealban, amelyben az 1 és az
y egyiitthatoja 0, és ezek valoban idealt alkotnak. Igy teljes reprezentansrendszert adnak
az a + by (a,b € K) alaka polinomok. A faktorgytrd elemein a szorzast az (a + by)(c +
dy) = ac + (bc + ad)y szaballyal adhatjuk meg. Ebben tetszSleges a + by polinom, ahol
a # 0, kigeneralja a teljes faktorgytrit, ugyanis (a + by)(< — a% ) = 1, viszont tetszSleges

by (b # 0) az Osszes tobbi elembdl 4llo (y) idealt generalja. Tehat a faktorgytriinek a
nyilvanvalo egyelemii és teljes ideédljan kiviili egyetlen idedlja az (y).

. Bizonyitsuk be, hogy R[x]/(x?> + 1) =2 C. Hatdrozzuk meg a Clx]/(x® + 1) gyiird ésszes

vdedljat!

Megoldds: Az x? +1 altal generalt I ideal az z2 4 1 t6bbszoroseibsl all, és a hozzé tartozo
mellékosztalyoknak reprezentansrendszerét adjak a legfoljebb elséfokit polinomok. Ha a
faktorgytirt miiveleteit ezeken a reprezentanselemeken adjuk meg, akkor azt kapjuk, hogy
(a+bx)+ (c+dzx)=(a+c)+ (b+d)x,

(a+ bx)(c+dx) = ac+ (ad + be)x + bdx? = ac + (ad + be)x — bd = (ac — bd) + (ad + be)z.
Ebbdl kévetkezik, hogy a ¢ : R[z]/(z? +1) = C, ¢ : a+ bz + I — a + bi leképezés bijektiv
és mivelettarto is, tehat izomorfizmus.

A C[z]/(2%+1) faktorgytirii elemei azonosithatok az I = (2% + 1) ideal mellékosztalyainak
reprezentansrendszerével, a { u+vx | u,v € C} halmazzal, ahol az 6sszeadés és a szorzas az
2% = —1 osszefiiggés figyelembevételével torténik. Ebbsl kovetkezik, hogy a faktorgytirt C
folott kétdimenzios vektorteret alkot, tehat valodi ideéljai csak egydimenzidsak lehetnek.
Ha u? + v? # 0, akkor 1 = (u + vx)ug—}rvz(u — vzx) benne van az u + vz altal generalt
idealban, és akkor az csak a teljes faktorgytirti lehet. Ha u? + v? = (u + vi)(u — vi) = 0,
akkor u = +vi = u + vr = v(z £ i), tehat minden valodi ideal tartalmazza x + i és x — i
valamelyikét. Ezek koziil barmelyiknek a skalarszorosai egydimenzids, és igy maximalis
idealt alkotnak ((z + i)(u + vz) = (u + vi)x + (ui —v) = (u + vi)(x + i) és hasonloéan
(x — 1) (u+vx) = (u—vi)x + (—v — ui) = (u— vi)(x — i), tehat ezek az alterek valoban
idealok), és igy a két trivialis idedlon kiviil csak ez a két idealja van a faktorgytrtinek.

. Adjuk meg a K[z]/(x* 4z + 1) faktorgytiri elemszdmdt, ha K = Zs, illetve Zs. Ezek kdziil

o

melyik faktorgyidri test?

Megoldads: Az idedl mellékosztalyainak reprezentansrendszerét adjak a legféljebb elséfokii
polinomok, igy K = Zy esetén 4-eleml, K = Zg3 esetén 9-elemi a faktorgytird. Az elsd
faktorgytir test: itt (1 +2)z = 2 + 22 = 2+ + 1 = 1, igy minden nem nulla eleme
invertdlhato. A masodik viszont még csak nem is nullosztomentes: Zs folott 22 +x + 1 =
2?2 — 22+ 1 = (x — 1)2, tehat a faktorgytirtiben (z — 1) = 0.

Bizonyitsuk be, hogy kommutativ gyirdben a nilpotens elemek idedlt alkotnak!

Legyen K test. Bizonyitsuk be, hogy a K folotti n x n-es folsé hdromszégmdtrizok
gyuridjében idedlt alkotnak azok, amelyeknek dtlojaban csupa O dll. Bizonyitsuk be, hogy

e

az ehhez az idedlhoz tartozo faktorgyird kommutativ.



