Algebra 1. 9. feladatsor 2018. november 15.

. Bizonyitsuk be, hogy ha R = 27, és Ry = {(m,a)|a € R, m € Z} az R egységelemes
gylrivé valo szokdsos kiterjesztése, akkor R nem izomorf Z-vel.

Megoldds: Mindegyiknek van (egyetlen) egységeleme, de Z additiv csoportjat generélja az
egységelem, Ry additiv csoportjaban az egységelem generatuma csak az {(m,0)|m € Z}
részcsoport.

. Legyen R wvéges gyird, és n az (R,+) véges Abel-csoport elemeinek mazimdlis rendje.
Definidaljuk az Ry gyirit mint a Z, X R Descartes-szorzatot az

(i,r)+ (4,8) = (i +J, r+s), (i,7)(4,s) = (i, is+ jr +rs)

miveletekkel. — Bizonyitsuk be, hogy Ry olyan véges, egységelemes gyirid, amelybe R
idedlként bedgyazhato. Ldassuk be, hogy ha R zérogydrd, amelyre 1 < |R| < oo, akkor
ez a lehetd legkisebb egységelemes bovitése R-nek (még gy is, ha R-et csak részgyiriként
kell bedgyazni).

Megoldds: Vegyiik észre, hogy nr = 0 minden r € R-re, ugyanis ha az |R| primosztoira n,,
a maximalis olyan p-hatvany, amilyen rend ciklikus csoport szerepel az (R, +) kanonikus
felbontasaban, akkor n a p"r hatvanyok szorzata, ugyanis a csoportnak van [[ Cprpr = C),

részcsoportja, azaz van n-edrendid eleme, és mivel minden ciklikus kompgnens rendje
osztoja n-nek, nr = 0 is igaz minden r € R-re.

Tekintsiik az R; szokasos egységelemes Kkiterjesztést erre az R gytrtire. Ebben [ :=
{(mn,0)|m € Z} ideal, ugyanis nem iires, ilyenek Osszege és kiilonbsége nyilvan ilyen,
és ha megszorozzuk egy (k, a) elemmel, akkor a szorzat

(k,a)(mn,0) = (kmn, kO + mna + a0) = (kmn,0) € I és

(mn,0)(k,a) = (mnk, mna + kO + 0a)(mkn,0) € I,

mert R-ben minden elem n-szerese 0. Konnyen lathato, hogy R;/I éppen az itt definialt
R(1y gytirtit adja: I minden mellékosztdlydban pontosan egy (i,7) alakd elem van, ahol
i € {0,...,n — 1}, és a mellékosztalyok kozotti mtiveletek megfelelnek a feladatban
definidltaknak.

Legyen R zérogytrd, 1 < |R| < oo, n az (R,+) elemeinek maximalis rendje, és tegyiik
fel, hogy egy S egységelemes gytri tartalmazza R-et. Ekkor 0 < k < n-re k1 ¢ R, mert
kiilonben kr = k1 -r = 0 minden r € R-re, ellentmondva annak, hogy n a maximalis
elemrend. De akkor a k1 +r (0 < k < n —1, r € R) elemek mind kiilénbozsk, igy
S| = nlR| = Ry

. Mi a pdaros egészek gyirijének, 2Z.-nek a hdnyadosteste?

Megoldas: 27 < Q test, és minden eleme elGall paros egészek hanyadosaként, tehat Q a
hanyadostest.

. Hatdrozzuk meg K™*" jobb- €s balidedljait.

Megoldds: Vegyiik észre el6szor, hogy tetszéleges V' < K™ altérre azok a matrixok, ame-
lyeknek az oszloptere V-ben van, jobbidealt alkotnak (jeloljik az ilyen matrixok hal-
mazat Oy-vel), ugyanis 0 € Oy, és ha A,B € Oy és C € K"*" tetszbleges, akkor
OA-—B)<O(A)+0(B)<V,esO(AC) < O(A) < V.

Masrészt belathatjuk, hogy K™*™ minden jobbidealja ilyen alaka. Legyen ugyanis .J
jobbideal, és alljon V' a J-beli méatrixok els6 oszlopaibdl. Ez altér, mert nem iires, és
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A1+ ABig = (A+ AB)sq (M,;-vel jelolve egy M matrix i. oszlopéat).

Minden A € J-re A i. oszlopa AFE;; € J els6 oszlopa, tehat O(A) <V, és igy J < Oy.
Forditva, ha C' € Oy, akkor C i. oszlopa elall valamely A®) € J matrix els6 oszlopaként
minden i-re, tehat C' = )", AW E,; € J. Ezért a masik iranya Oy < J tartalmazas is igaz,
vagyis K™*™ minden jobbidealja Oy alak.

. Bizonyitsuk be, hogy minden véges integritdsi tartomdny test.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy R véges integritasi tartomany, tehat véges, kommutativ,
egységelemes, és nullosztomentes. Azt kell csak beldtnunk, hogy minden nem nulla elem
invertalhatd. TetszGleges 0 # a € R-re a p, : R — R, p, : r — ra leképezés injektiv,
ugyanis ra = sa = (r — s)a = 0, de R nullosztoémentes, és a # 0, igy r —s =0, azaz r = s.
Mivel R véges, a p, leképezésnek sziirjektivnek is kell lennie, igy van olyan o’ € R, amelyre
aa’ = 1, s mivel R kommutativ, ez azt jelenti, hogy a’ inverze a-nak.

. Legyen K test, p(x) € K[x], n-edfoki polinom, és R = K[x]/I, ahol I = (p(x)) < K|z].
Jeloljik a-val a faktorgyird x + I elemét.

a) Bizonyitsuk be, hogy o gydke a p(x) polinomnak, és R egyértelmiien irhatdk o legfoljebb
(n — 1)-edfoki polinomjaiként.

b) Alkalmazzuk az elébbi felirdst az R = Klz|/(p(x)) faktorgydrire is, ahol K = Zs és
p(x) = 23 +x+1. Ldssuk be, hogy R nyolcelemi test. Keressiik meg 23 +x?+1 dsszes
gyokét R-ben.

Megoldds: a) p(a) =p(x+I)=p(x)+ I =1, ami R nulleleme.
Tudjuk, hogy a legfoljebb (n —1)-edfoki polinomok teljes reprezentansrendszert alkot-
nak a K[z]/(p(x))-ben, igy R minden eleme elSall r(z)+ I = r(z+ 1) = r(«) alakban,
valamely r(z) € K[x] legfoljebb (n — 1)-edfoka polinomra, és ez a felirds egyértelmii,
mert egy mellékosztélyban csak egy ilyen fokid polinom van.

b) R elemei a-nak legfoljebb méasodfokt polinomjai Z, folott. Igy |R| = 2% = 8. Az
a) rész szerint o® + a+ 1 = 0, azaz o® = a + 1. A masodik, f(z) = 23 + 22 + 1
polinom gydkeit Aa? + Ba + C alakban kereshetjiik, ahol A, B, C' mindegyike 0 vagy
1, igy a szamolas soran felhasznalhatjuk, hogy mindegyik egyenlé 6nmaga négyzetével,
tovabba az o = a + 1 Osszefiiggés alapjan a kitevsjét is redukalhatjuk:

d=a+1l, at=c’+a, =a’+a+1, ab=a?+1

f(Aa? + Ba +C) = (Aa* + Ba+ C)*(Aa®* + Ba+C+1)+1=
= (Aa* + Ba®> + C)(Aa®> + Ba+C+1)+1=
= Aa® + ABa® + (A + AB + AC)o* + Ba?
+ (B + BC + AC)o? + BCa + 1
= (B+ BC)a?+ (A+ B+ AC+ BC)a+ (AB+A+B+1) =
=B(CH+1)a*+(A+B)(C+1Da+(A+1)(B+1),
és itt az egyiitthatok csak akkor lehetnek 0-k, ha C' =1, és A és B koziil legaldbb az
egyik 1, vagyis f(z) gyokei
a+1, o®>+1 & o?4+a+l.
(Eszrevehetjiik, hogy ezek ciklikusan egymés négyzetei, és ezt a tulajdonsagot a gyokok

megkeresése nélkiil is igazolhatjuk: ha valamely -ra 32+32+1 = 0, akkor B +54+1 =
(8°+ 8% +1)*=0,)



