Algebra 1. 10. feladatsor 2018. november 22.

. Legyen R egy legaldbb kételem, nem feltétleniil eqységelemes gyiird. Bizonyitsuk be, hogy
R-nek akkor és csak akkor nincs a 0-tol és R-tdl kiilonbozd jobbidedlja, ha R ferdetest vagy
primrendi z€rogyiri.

Megoldds: Ha R ferdetest, akkor minden J # 0 jobbidedl csak a teljes R lehet, ugyanis
0#a¢€ Jrel =aa! € J, és igy minden »r € Rre r = 1r € J. Ha R primrendi
zérogytrd, akkor még additiv részcsoportbdl is csak a 0 és a teljes R van.

Most tegylik fel, hogy R-nek nincs 0-tol és R-t6l kiilonbo6z6 jobbidealja. El&szor
belatjuk, hogy ha R nem nullosztémentes, akkor csak primrendi zérogytiri lehet.

Tegytiik fel, hogy van 0 # a,b € R, amelyre ab = 0. Ekkor az a elem jobb annullatora,
Ann,(a) := {r € R|ar = 0} nem nulla jobbideél, ugyanis b benne van, és ha c¢,d €
Ann,(a) és r € R, akkor a(c —d) = ac—ad =0—0 =0, és acr = Or = 0. De akkor a
feltétel miatt Ann,(a) = R, azaz aR = 0. R bal annullatora, Ann;(R) ={r€ R|rR=0}
szintén jobbideal (s6t ideal is), ugyanis 0 € Ann;(R), és ha ¢,d € Ann;(R) és r € R, akkor
(¢c—d)R =0¢ crR C cR = 0. Tovabba 0 # a € Ann(R), igy Ann;(R) = R, amibdl
RR = 0 kovetkezik, vagyis R zérogytiri. Ennek pedig minden additiv részcsoportja ideal,
tehat (R, +) egyszertd Abel-csoport, és igy csak primrendi lehet.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor R nullosztémentes, és legyen 0 # a € R. Ekkor
0 # a®> € aR, és aR jobbidedl = aR = R = Je € R : ae = a = tetszbleges r € R-re
aer = ar = aler —r) = 0, de a # 0, igy er = r, azaz e bal egységeleme R-nek, tehat
ea = a is igaz. Viszont akkor tetszGleges r € R-re rea = ra = (re —r)a=0=re =r,
tehat e jobb egységelem is, vagyis egységeleme R-nek.

Lattuk, hogy tetsz6leges 0 # a € R-re aR = R, ezért van olyan d/, amelyre aa’ = e.
De akkor a’ # 0, tehat a’-hoz is van a”, amelyre a’a” = e. Ebbdl kovetkezik, hogy
a=ae=add =ea’" =d’, igy da =e = ad, vagyis a-nak van inverze. Ezzel belattuk,
hogy R ferdetest.

. Legyen o az 2° — x + 1 € Q[z] polinom egyik gyoke.
a) Hany dimenzios Q(a) mint Q folotti vektortér?
b) Bizonyitsuk be, hogy a” és o linedrisan dsszefiiggnek ebben a vektortérben.
Megoldds:  a) Mivel 22—z +1 irreducibilis Q[z]-ben, 22 —x +1 az o mininmalpolinomja,
¢s igy dimgy Q(a) = (Q() : Q) = 2 (bazisat adja az {1, }).
b) a’=a-1=a*=a?—-a=-1= a®=1= o’ = a, tehat valéban 6sszefiiggsk.
(Mdsképp: 22 —x+1=04(z) |2° -1 = al =1 = " = a.)
. Bizonyitsuk be, hogy Q[z]/(2? — 2) = Q[z]/(2? — 2z — 1).
Megoldds: x?—2 és x? —2x — 1 is irreducibilisek, igy a veliik vett faktorgytirti megkaphato
a polinom egy gyckével vald testbvitésként.

22 — 1 gyokei /2, 22 — 2z — 1 gydkei pedig 1 + /2. Viszont Q(v/2) = Q(1 + +/2), mert
v/2 is benne van a masodikban, és 1 4+ v/2 is benne van az elsében. Igy

Qlz]/(2? - 2) 2 Q(vV2) = Q(1 + v2) = Q[z]/(2* - 22 — 1).
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. Adjuk meg cos 20° minimdlpolinomgjat Q folitt.

Megoldds: Hasznaljuk a cos 3z = 4 cos® —3 cos x trigonometrikus formulat z = cos 20°-ra:

= c0s60° = 4 cos® 20° — 3 cos 20°,

DO —

vagyis cos20° gyoke a 83 — 6x — 1 polinomnak. Ez a polinom irreducibilis, mert
nincs racionalis gyoke (a racionalis gyOkteszt miatt csak a :i:l,:i:%,:i:i,i% szamokat
kell beleprobalni, vagy y = 2x helyettesitéssel még ennél is kevesebbet). Tehat cos20°

minimalpolinomja ennek az 1 fegyiitthatés skalarszorosa, x3 — 3z — 1

1 8"
. Adjuk meg /2 + /3 minimdlpolinomjdt Q, illetve Q(v/6) folott!

Megoldds: Legyen a = v/2+v/3. Ekkor a? = 54+2v6 = (a?—5)? = 24 = o*—10a%+1 = 0,
tehat o gyoke az x* — 1022 + 1 polinomnak. Ez a polinom irreducibilis, mert egyrészt nincs
racionalis gyoke (csak +1 lehetne, de azok sem gy6kok), masrészt két masodfoku, egész
egylitthatés polinom szorzataként sem allhat el6: ilyen felbontas (ahol feltehets, hogy a
fsegyiitthatok pozitivak) csak (22 + ax + 1)(z? + bx + 1) vagy (22 + ax — 1)(2® + bz — 1)
alakt lehetne, de az egyiitthatokat Gsszehasonlitva ebbdl azt kapnank, hogy a? = 12,
illetve a? = 8, és ilyen a egész szam nincs. Igy o = v/2 + v/3 minimalpolinomja Q f5ltt
z* —102% + 1.

Viszont menetkdzben lattuk, hogy a? = 5+2v/6, azaz a gydke az 22 —5 —2/6 € Q(v/6)[x]
polinomnak. Ennél kisebb fokt, Q(+/6) f6létti polinomnak nem lehet gydke, mert akkor
« benne lenne Q(v/6)-ban, pedig az csak masodfoku (az 2% — 6 gyokével valo) bévitése
Q-nak. Tehat o minimalpolinomja Q(v/6) folott 22 — 5 — 21/6.

. Bizonyitsuk be, hogy ha o, B € C-re a+ és af algebrai Q félott, akkor o és B is algebraiak.

Megoldds: Legyen ¢ = a+ f3 és d = a3. Tudjuk, hogy ekkor « és 3 gydke az 2> —cx+d €
Q(e, d)[x] polinomnak, tehat Q(c, d, o) = Q(e,d, B) = Q(«, 5) a Q(c, d) folott véges foku.
Viszont mivel ¢ algebrai Q f6l6tt, és d algebrai Q folott, és igy természetesen Q(c) folott
is,

(Q(e, ) : Q) = (Qev, B) : Q(c, d)) - (Qe, d) : Q(c)) - (Qc) : Q)
véges, és igy Q(a, ) minden eleme, igy « és 3 is, algebrai Q f6l6tt.
. Adjunk példdt nem véges foki algebrai bovitésre!
Megoldas: Legyen K a C-nek az a legkisebb részteste, amely tartalmazza az Osszes
egységgyokot. K elemei véges sok egységgyok racionalis kifejezéseként irhatok, mert az
ilyen kifejezések biztosan benne vannak minden olyan résztestben, amely tartalmazza az
egységgyokoket, masrészt ezek méar résztestet alkotnak. Viszont véges sok egységgyok
benne van egyetlen egységgyokkel vald bévitésben (vegyiik a szerepls egységgyokok
rendjének legkisebb k6z6s tobbszordsét), tehat a Q egy véges foku bovitésében, igy ezek a
szamok algebraiak Q folott.
Viszont egy egységgyokkel valdé bévités maga is barmilyen nagy véges foku lehet: egy n-edik
egységgyok minimalpolinomja a ®,,(x) kérosztasi polinom, mert a korosztési polinomok ir-
reducibilisek. Specialisan n = p prim esetére ezt bizonyitottuk is, és igy a p-edik primitiv
egységgyokkel valo bovités foka p(p) = p — 1 is akarmilyen nagy lehet. Ebbdl kovetkezik,
hogy (K : Q) = occ.
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. Legyen o az x® — 22 + x + 1 € Q[z] polinom egyik gyike. Adjuk meg o + 2 reciprokdt o
legfoljebb mdasodfoki polinomjaként!

Megoldds:  Keressiik azokat az A, B,C € Q racionalis egyiitthatokat, amelyekkel
(Aa? + Ba + C)(a? +2) = 1, azaz

Aa* + Ba® 4+ (2A+ C)a® +2Ba +2C = 1.

Hasznaljuk, hogy o® — 202 + a + 1 =0, azaz

o® =2a* —a —1 és
ot =20 -0’ —a=222-a-1)-a’—a=
=3a” — 3a — 2.

(5A+ 2B+ C)a® 4 (—3A+ B)a+ (—2A — B+ 2C) = 1.

Az5A+2B+C =0,-3A+B =0, —2A— B+2C =1 linearis egyenletrendszert megoldva
1
azt kapjuk, hogy A = —2%, B = —%, C = %—%, tehat — i 2—7(—a2 —3a+ 11).
o
2. megoldas: Kibo6vitett euklideszi algoritmus segitségével allitsuk el§ az 1-et
(22 — 222 + x4+ 1)a(z) + (22 + 2)b(z) alakban.

3 -2+ +1 x? +2
23 —222 +x+1 1 0
2 +2 0 1
—x+5 1 —x+2
27 x+5 —z?2 -3z +11

Tehat 1 = (2® — 222 + x4+ 1)5- (¢ +5) + (2 + 2) 5= (—2? — 3z + 11) = a-t behelyettesitve:
1 1,
= (—a? - 11).
PN TARL

. Hdnyadfoki a Q(iv/3), illetve a Q(i + /3) bovités Q folott?
Megoldds: i+/3 minimélpolinomja 2 43, mert ennek gyoke az i1/3, és nyilvan irreducibilis
Q folott. Igy (Q(iv3): Q) =2

Legyen a = i++/3. Ekkor (a—\/§)2 =-1=0a2-2V3a+4=0=+3 = % € Q(w),
¢s i =a—V3e Q) gy Q(V3,i) < Qi +v3) < Q(v3,4), vagyis Q < Q(V3) <
Q(v/3,1) = Q(), ahol az els6 bévités masodfoki (22 —3 miniméalpolinommal), és a masodik
nem elséfokt, mert Q(v/3) <R, de Q(a) £ R, viszont i gydke az 22 +1 € Q[z] < Q(v/3)[z]
polinomnak, igy a masodik bévités is masodfoki. Tehat a szorzattétel szerint (Q(«) : Q) =
2-2=4.

1=0+(a®+2)5(—a? = 3a+11) =
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10. Szamitsuk ki a kévetkezd testbovitések fokait Q folott!
a) Q(v2) b) Q(V2) c) Q(V2+ V4) d) Q(V2+v?2)
Megoldds:  a) /2 minimalpolinomja 22 — 2 = (Q(v/2) : Q) = 2.
b) /2 gyoke az 2® — 2 polinomnak, amely irreducibilis is, példaul a Sch.-E.-kritérium
miatt, tehat ez a v/2 miniméalpolinomja, és emiatt (Q(v/2) : Q) = 3.

c) a:=V2+ V4= 72+ (V2)? € Q(V?2), tehat Q < Q(a) < Q(V2), és igy

3=(Q(V2): Q) = (Q(V2) : Q()) - (Q(a) : Q).

De v/2 gyoke az 22 + = — a € Q(a)[z] polinomnak, ezért (Q(v/2) : (a)) < 2, és
osztoja 3-nak, igy csak 1 lehet, és ebbdl kovetkezik, hogy (Q(a) : Q) =

d) Nyilvanvalo, hogy o = /2 + \/5 re Q(a) < Q(\/_, V/2), mésrészt (o — \/5)3 =2=
3
o —3v202 +60—2v2=2= V2= % € Q(a), és V2 =a—+2 € Q(a), ezért
o
Q(a) = Q(v/2, ¥2). Az utobbinak a foka Q f615tt legfcljebb 2-3 =6 a

Q < Q(V2) < Q(v2,V2) = Q(a)

bévitéssorozat miatt, ahol az elsé bévités minimalpolinomja z? — 2, a masodiké leg-
alabbis osztoja az 3 — 2-nek. Masrészt viszont a

Q < Q(V2) < Q(a)

bévitéssorozatot is figyelembe véve azt latjuk, hogy (Q(«) : Q) oszthato 2-vel és 3-mal
is, igy csak 6 lehet.

11. Legyen a az x° +x + 1 polinom egyik gyike Zy folott, és legyen K = Z(ar). Irreducibilis-e
az 2 4+ x + a polinom K folétt?

Megoldds: Azt kell csak ellendrizniink, hogy 2%+ x + a-nak van-e gyoke K-ban, azaz van-e
a-nak olyan Zs[x]-beli Aa? + Ba + C polinomja, amelyre

(Aa® + Ba+C)? + (Aa®? + Ba+C) +a = 0.

Ha atalakitjuk az egyenletet, felhasznalva hogy A, B,C € {0 1} miatt A2=A, B2=B
6sC? =C, ¢sa® = a+1ésa* = a?+a, azt kapjuk hogy Aa*+ (A+ B)a? +(B—|—1)a =0,
azaz Ba? + (A+ B+ 1)a =0, tehat A =1, B = 0 és C tetszdleges, vagyis 2 + x + a-nak
gyoke a? és a? + 1, ezért nem irreducibilis.

Hf1. Hatdrozzuk meg a Q(\/4 — /2) minimdlpolinomjdt Q foltt!

Hf2. Legyen K = Zs(a) a kételemi testnek az x* + x + 1 € Zy|x] polinom o gyékével vald
bévitése. Irjuk fel az — a’ 7 elemet o legfdljebb harmadfoki polinomjaként!



