Algebra 1. 11. feladatsor 2018. december 6.

. Legyen M jobb R-modulus, B balidedlja, J jobbidedlja R-nek, a € M és U,V részmodulusok
M-ben. Az aldbbiak kézil melyikek lesznek feltétlentil részmodulusai M -nek? (Az dsszegek
komplexusdsszegeket, a szorzatok a komplexusszorzat elemeibdl alkotott dsszegek hamazdt
jelentik.)

a) aR b) aB c) aJ dunv e UUV

f)U+V  g) Anny(B)  h) Anny(J) i) UB j) UJ.
Megoldds: Részmodulusok: aR, aJ, UNV, U+ V, Anny(B), UJ.
Ellenpéldak: Legyen R = R™ ", és

T I N | AR (| PR ()8

0 =

0 0} } Z aB (a-val mint R

0 0
elemével szorozva);
U UV nem jobbmodulus, mert nem zart az 6sszegre, pl. [ e U +V,de [ ¢ UUV;

Anny/(J) = B nem jobbmodulus, mert pl. Ba = { [8 I]} Z B;

UB = { [S 8} } nem jobbmodulus, mint kordbban lattuk.

Ezekre aB = { {* 0} } nem jobbmodulus, mert aBa = { [

. Bizonyitsuk be, hogy egy R gyird minden nilpotens jobbidedlja annullal minden egyszerd
jobb R-modulust.

Megoldds: Legyen J jobbideal R-ben, és tegyiik fel, hogy J* = 0 valamely k-ra. Ha
M # 0 egyszerd modulus, azaz nincs valodi részmodulusa, akkor M J < M miatt MJ =0
vagy M J = M. Az els6 esetben kész vagyunk, a masodikban M = MJ = MJJ = ... =
MJ*¥ = M0 = 0, ellentmondas.

. Mi lehet a Z, Zs, illetve Zg gytrik folétti modulusok additiv csoportja?

Megoldds: Az 6sszes Abel-csoport egyuttal Z-modulus. Zg test, igy a modulusai vek-
torterek. Mivel minden vektortér 1-dimenzios alterek direkt Gsszege, igy a Zs-modulusok
additiv csoportja haromelem ciklikus csoportok direkt osszege. Végiil ha M modulus Zg
folott, akkor M additiv csoportjanak minden eleme elsG-, masod-, harmad- vagy hatod-
rendd. A mésodrendtiek a 0-val, illetve a harmadrendtiek a 0-val részcsoportot alkotnak:
My és M3, amelyekre My N Mz = 0. Tovabba minden m € M egy Ms-beli és egy Ms-beli
elem Osszege: m = Tm = (3m) + (4m), igy M = My @ M3, ahol az el6z8 eset szerint My
méasodrendd ciklikus csoportok, M3 pedig harmadrendi ciklikus csoportok direkt osszege.

. Legyen A < (Q,+) a p-hatvdny nevezdjd tértek részcsoportja, €s Ly~ = AJZ mint Z-
modulus. Bizonyitsuk be, hogy Zy- minden valodi részmodulusa ciklikus, de Z,~ nem dll
eld ciklikus modulusok direkt 6sszegeként!

Megoldds: A Zp~ faktormodulust tekinthetjiik ugy, hogy elemei a [0,1) intervallum-
beli, p-hatvany nevez6ji tortek, ahol az Osszeadas és egésszel vald szorzas a tortrész
fiiggvény alkalmazasaval, azaz az {x +y}, illetve az {xm} szabaly szerint torténik. Legyen
U részmodulus. Ha ez tartalmaz egyszertsitett alakjaban p” nevezGji ]% tortet, akkor

]% € U, ugyanis van olyan x,y egész, hogy ax + p"y = 1, igy ]% = {]%} = {ﬁx%— y} =
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{;=2} € U, és igy minden 0 < k < n-re minden p* nevezsjt tort U-ban van. Tehét
ha a nevezSk kitevGje tetsz6legesen nagy lehet az U-ban, akkor U = Z,~, ha pedig n
a maximaélis kitevs, akkor U éppen az # altal generalt p™-elemi ciklikus részmodulus.

Ebbdl lathato az is, hogy minden nem nulla részmodulus tartalmazza az L altal generalt
p-edrendi ciklikus részcsoportot, ezért nincs két diszjunkt nem trivialis részmodulus, és
igy Zp- nem allhat el6 valodi részmodulusok direkt osszegeként.

. Modulusok direkt szorzata a teljes Descartes-szorzatuk a komponensenkénti miveletekkel.
lgaz-e, hogy féligegyszerd modulusok direkt szorzata is féligegqyszerd?

Megoldds:  Altalaban nem lesz féligegyszerti. Vegyiik példaul az Osszes primre a Loy,
primrendd Z-modulusok direkt szorzatat. A komponensek egyszertiek, tehat féligegy-
szertiek is, viszont a szorzatban van végtelen rendd elem, példaul az, amelyiknek min-
den komponense a megfelel§ ciklikus modulus generatoreleme. Ez az elem Z-vel izomorf
részmodulust general, ami pedig nem féligegyszeri, mert nincs is egyszeri részmodulusa.
Viszont féligegyszeri modulusnak minden részmodulusa féligegyszeri, igy a teljes direkt
szorzat sem lehet féligegyszert.

. Melyek egyszeriiek, melyek féligegyszeriek a wvéges Abel-csoportok kozil?  Milyen n-re
féligegyszerd a Z,, Abel-csoport?

Megoldas: Csak a primrendtiek egyszertiek az Abel-csoportok koziil, igy egy Abel-csoport
pontosan akkor feligegyszerd, ha primrendl’i ciklikusok direkt Osszege. Ha m kanonikus
alakja p1 -.pkr . akkor Z, = Z i X X 7 phrs €8 a véges Abel-csoportok kanonikus

alakjanak egyértelmtiségébdsl kovetke21k hogy Zn pontosan akkor féligegyszertd, ha k; = 1
minden ¢-re, azaz ha n négyzetmentes.

Tegyiik fel, hogy R féligegyszeri, egységelemes gyiiri. Bizonyitsuk be a Wedderburn—Artin-
tétel nélkil, hogy ekkor Rpr véges sok eqyszerd modulus direkt dsszege!

Megoldas: Ha R féligegyszerid, akkor Rp felirhat6 Rrp = & S; alakban, ahol az S;-k
il
egyszeri modulusok. és igy 1 = u1 + ...+ ug valamely u; € S;; elemekre (ahol i; € I

k k k
kiilonbo6zok). De akkor 1 € @ Si,,ésigy R=1RC © S;, CR= R= & S5,.

. Bizonyitsuk be, hogy a kévetkezd két dllitds ekvivalens tetszéleges A € C™*" mdtrizra:

(i) C" mmden A-invaridans alterének van A-invaridns direkt kiegészitdje;

(ii) A diagonalizalhato.

Megoldas:  Tekintsiik a C" vektorteret K[z]-modulusnak a p(z)v = p(A)v hatéssal.
V C C" pontosan akkor A-invarians, ha K[z]-részmodulus, igy az (i) feltétel a C™ mint
K[z]-modulus féligegyszertiségének egyik ekvivalens jellemzése. Ezért (i) ekvivalens az-
zal, hogy C" egyszert K [r|-részmodulusok direkt Osszege. Viszont C"-ben csak az egy-
dimenzids A-invarians alterek lesznek egyszerd részmodulusok, ugyanis egy A-invarians
altérben sziikségképpen van A-ra nézve sajatvektor (barmely linearis transzformacionak
van sajatértéke, és igy sajatvektora is az algebra alaptétele miatt). Tehat (i) akkor és csak
akkor teljesiil, ha C" felbonthat6 1-dimenzids A-invarians alterek (azaz sajatvektor altal
generalt alterek) direkt Gsszegére, és ez pont azt jelenti, hogy A diagonalizalhato.
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Tegyiik fel, hogy az R véges gyird minden z elemére van olyan n > 1, hogy z" = .
Bizonyitsuk be, hogy R kommutativ! (Utmutatds: Haszndljuk a Wedderburn—Artin-tételt!)

Megoldds: A gytrtiben nincs nem 0 nilpotens elem, mert ha =" = 0 valamely m > 1-re,
mésrészt a feltevés szerint 2" = x valamely n > 1-re, akkor x = 2™~ D+! = 0. Tovabba
az R végessége miatt R Artin-gyird, tehat a Wedderburn—Artin-tétel szerint R ferdetest
folotti matrixgytrik direkt Osszege. Ha m > 1, akkor egy m x m-es matrixgytriiben
vannak nilpotens elemek (EZ,, = 0), tehat R 1 x l-es matrixgytirik, azaz ferdetestek
direkt Osszege. De a Wedderburn-tétel miatt ezek a véges ferdetestek mind testek, tehat
R testek direkt Osszege, és igy kommutativ.

Adjuk meg az dsszes nemkommutativ 4-elemd gyirit izomorfia erejéig! (Mutassuk meg
eldszor, hogy az additiv csoportja nem lehet ciklikus, és hogy a gyirinek van nem nulla
nilpotens idedlja.)

Megoldds: Tegyiik fel, hogy R nem kommutativ, 4-elemi gytrd. Ha (R, +) ciklikus, akkor
R minden eleme egyetlen elem egész szamszorosa, és ezek felcserélhetGk egymaéssal, tehat
R kommutativ lenne. Ha R-nek nincs nem nulla nilpotens idealja, akkor, minthogy véges
gytrd nyilvan Artin-féle, a Wedderburn—Artin tétel szerint R ferdetest folotti matrixgytiriik
direkt Osszege, de ha nem 1 X l-es a matrixgytrd, akkor minimum 16 eleme, ezért R
ferdetestek direkt Osszege, de a Wedderburn-tétel szerint ezek testek, igy R kommutativ
lenne, ellentétben a feltevéssel.

A maradék esetben (R, +) két méasodrendd ciklikus csoport direkt Gsszege. A nem trivialis
nilpotens ideal additiv részcsoport is, ezért vagy 4-, vagy 2-elemti. Az elsS esetben R? < R,
és ha R? = 0, akkor R zérogytirt, igy kommuativ volna, ezért |R?| = 2, és R? > R? miatt
R? = 0. Legyen R\ R?> = {a,b} és akkor R? = {a + b, 0}. De akkor R®> = 0 miatt
a(a+b) = (a 4+ b)a = 0, amibdl ab = ba, és igy R kommutativitasa kovetkezik.

Marad az az eset, amikor csak egy I kételemi nilpotens idedl van R-ben. Legyen megint
R\I={a,b},ésI={a+b, 0}. De R/I egyszerti, és nem zérogytrii (ha az lenne, akkor
R? < I miatt R is nilpotens volna), ezért csak a kételemii Zs test lehet. Ebbdl kivetkezik,
hogy a2, b2, ab,ba € {a,b}. Viszont a? nem lehet b, mert akkor generdlna R-et, és igy R
kommutativ volna, és ugyanigy nem lehet b> = a. Vagyis a? = a, b*> = b, tovabba ab # ba
a nem-kommutativitas miatt, igy vagy ab = a és ba = b, vagy ab = b és ba = a, és ez
méar meghatarozza a gytri miiveleteit. Ha igy valoban gytiriit kapunk (azaz ha teljesiilnek
az axiomak), akkor ez két nem izomorf gytiri, mert az egyikben a nem nilpotens elemek
szorzata mindig a bal oldali, a méasikban mindig a jobb oldali tényezé.

Ez a két gytrd valoban létezik:

ng{[z ﬂ’x,yezg}, RQ%{B ﬂ’x,yeZQ}.

Ladttuk, hogy testek multiplikativ csoportjanak minden véges részcsoportja ciklikus. Adjunk
Uj bizonyitast erre a tételre a véges Abel-csoportok alaptételének a segitségével!

Megoldas: — Egy test multiplikativ csoportja Abel-csoport, és igy ennek egy véges
részcsoporja primhatvanyrendi ciklikusok direkt szorzata. Ha a direkt komponensek kozott
lenne kettd, amelynek a rendje ugyanannak a p primnek a hatvinya, akkor a testben az
2P — 1 polinomnak legalabb p? darab gydke lenne, holott testben n-edfokt polinomnak
legfoljebb n gyoke van. Tehat ennek a véges Abel-csoportnak a ciklikus komponensei
paronként relativ prim rendtek, igy a csoport ciklikus.



