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Algebra 1 1. zh 2018. oktober 25.

. Legyen D azon 2x2-es invertdlhato valos mdatrixok halmaza, amelyeknek csak a fodtlojaban,

M pedig azoké, amelyeknek csak a mellékdtlojaban van nem nulla elem. Bizonyitsuk
be, hogy D U M részcsoportja GL2(R)-nek, és D normdlosztdja ennek a részcsoportnak.
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{?Z 8} L(l)’ CQ} = {Cg d(l'} € H. Tehat H részcsoport GLy(R)-ben.

Mivel D részcsoport H-ban, a D-beli elemekkel valé konjugalasra nyilvan zart, tehat elég
az M-beli elemekkel valé konjugéléast ellendrizni a D < H allitas bizonyitasahoz.
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(D < H bizonyitasa méasképp: lg 2] [(1) (1]] = [8 2] , igy M = Dt mellékosztaly, ahol
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amibsl D < H kévetkezik.)

= {0 1} . Tehat a H csoportban D-nek csak két mellékosztalya van, azaz |H : D| = 2,

. Hdny 4-edrendi elem van a Dy x Cg csoportban? (7 pont)

Megoldas: Ha a € Dy és b € Cg, akkor o(ab) = [o(a),0(b)]. A D4 diédercsoportban
egy elsérendi (az egységelem), 6t masodrendi (négy tiikrozés és a 180°-os forgatas), és két
negyedrendi elem (a 90 és —90 fokos forgatas) van, Cs-ban egy elsérend, egy méasodrendd,
két negyedrendii és négy nyolcadrendii elem van. o(ab) akkor lesz negyedrendii, ha o(a) = 4
és o(b) = 1, 2 vagy 4, vagy pedig o(b) = 4 és o(a) = 1 vagy 2 (a 4,4 esetet mér az el6bb
szamoltuk). Ez Gsszesen 2 -4 4 6 - 2 = 20 lehetGség.

. Legyen G = (a) x (b), ahol o(a) = 6 és o(b) = 8. Hatdrozzuk meg az N = (a*b?)

normdlosztéra N és G/N elemszimdt és G /N-ben ab? rendjét! (7 pont)
Megoldds: (a3b?)? = ab* = b*, (a3h?)3 = a%0® = 35, (a3b?)* = a'?b® = 1, tehat
N ={1,",a%?a%°} = |[N|=4 = |G/N| = & =12.

ab®> ¢ N, (ab?)? = a?b* ¢ N, (ab?)® = a®V® € N, tehat ab? rendje 3 a G/N faktorcsoport-
ban.

a) Bizonyitsuk be, hogy két konjugdltosztdily komplexusszorzata teljes konjugdltosztdalyok
unioja.

b) Mutassunk példat Ss-ban két olyan nem egyelemd konjugdltosztilyra, amelyeknek a
komplexusszorzata egyetlen konjugdltosztdly,



c) és Sy-ben két olyan konjugdltosztdlyra, amelyeknek a komplezusszorzata legaldbb két
nem egyelemd konjugdltosztdlyt tartalmaz. (7 pont)

Megoldas:  a) Legyen Ky és Ko két konjugaltosztaly G-ben. Azt kell belatni, hogy a
1Ko zart a konjugélasra nézve. Ha a € Ky és b € Ko, tovabba g € G tetszbleges,
akkor (ab)9 = a9b9 € 1Ko, mert a9 € Ky és b9 € K.

b) Legyen K; a transzpoziciok konjugaltosztalya, Ko pedig a 3-ciklusoké. FEkkor a
K1 K2 komplexusszorzatban csupa paratlan permutécio van (egy paratlan és egy paros
szorzata), és Ss-ban Kj az egyetlen olyan konjugéltosztaly, amelynek péaratlan per-
mutéaciok az elemei, tehat K1k = K.

c) Legyen K; a transzpoziciok konjugéltosztalya, Ko pedig a 3-ciklusoké Sy-ben. Ekkor
a IC1 Ky szorzatban benne van (12)(123) = (13) és (12)(134) = (1234) is, ezért az a)
rész miatt K1/Coy tartalmazza ICq-et és a 4-ciklusok konjugaltosztalyat is.

5. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges p primre eqy p> rendd nem kommutativ csoport cent-
rumdnak pontosan p eleme van. (7 pont)
Megoldds: |Z(G)| osztoja |G| = p3-nek, tehat csak 1, p, p? vagy p° lehet.

1 nem lehet, mert tudjuk, hogy véges p-csoport centruma nem trivialis.

p? nem lehet, mert akkor G kommutativ lenne.

Ha |Z(G)| = p?, akkor |G/Z(G)| = p = G/Z(G) = C,, és tanultuk, hogy ha a centrummal
vett faktor ciklikus, akkor a csoport kommutativ (ui. Z(G) és még egy elem kigeneralja
a teljes csoportot, és ennek a generatorrendszernek az elemei paronként felcserélheték
egymassal), tehat itt is ellentmondésra jutunk.

Igy Z(G) rendje csak p lehet.

6. Tegyiik fel, hogy |G| = 20, és G-nek van Cy-gyel és Cs-tel izomorf faktorcsoportja is.
Bizonyitsuk be, hogy G ciklikus. (7 pont)

Megoldds: A feltétel szerint van olyan N, M <G, hogy G/N = Cy és G/M = Cs. Ekkor
IN| =5és|M|=4,igy |[MNN]| | (5,4) =1, azaz MNN =1, ésebbdl |[M N| = |M|-|N| = 20
is kovetkezik, ezért M N = G. Tehat G = M x N. Viszont N 2 (M x N)/M = G/M = Cs
és M = (MxN)/N =G/N = Cy, tehat G = Cy x C5 = Cy (felhasznalva, hogy (m,n) =1
esetén Cy, x Cp, = Cyp), vagyis G ciklikus.

Masképpen: G/N = Cy-ben az elemek fele 4-edrendii, tehat G-ben az elemek fele, azaz 10
elem olyan, amelynek a képe G/N-ben 4-edrendii. Ugyanigy G/M = Cs-ben az elemek
négyotode otodrendtd, tehat G-ben az elemek négyctdde, azaz 16 elem olyan, amelynek
a képe G/M-ben 5-6drendd. A 20-elemd G-ben a 10-elemi és a 16-elemii részhalmaz
sziikségképpen metszi egymaést, tehat van olyan g € G, amelyre 4 | o(g) és 5 | o(g), ezért
20 | o(g), és igy G = (g) ciklikus.



