Bevezetés az algebraba 2 9. feladatsor 2020. aprilis 14.

. Van-e az A matrixnak 1-dimenzios, illetve 2-dimenziés invarians altere R*-ben?

11 -1 0
1 1 -1 2
A= 4 3 -2 2
1 0 0 0

. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B € K™*™re AB = BA, akkor A minden sajataltere B-invarians.

. Bizonyitsuk be, hogy egy A = diag(By, ..., By) blokkdiagonalis méatrix karakterisztikus polinomja
a B; matrixok karakterisztikus polinomjanak szorzata, minimalpolinomja pedig a B; matrixok
minimélpolinomjénak legkisebb kézos tobbszorose.

. Mi lehet a Jordan-féle normalalakja annak a komplex méatrixnak, amelynek a

a) karakterisztikus polinomja (x — 1)%, minimélpolinomja (x — 1)%, az 1-hez tartozo V; sajétaltér
dimenzibja 2;

b) karakterisztikus polinomja —(x — )7, minimalpolinomja (z — \)3, dim(Vy) = 3, ahol Vy a A
sajatértékhez tartozo sajataltér?

. Mi az aldbbi matrixok Jordan-féle normélalakja?

1 1 1 11
11 1 11 2 2 0 2 2 2 0 0 1
1 11 11 0 2 0 0 2 2 1 0 0
1 1 1 11 0 0 -5 0 0 2 0 1 0
1 1 1 11

. Hasonl6sag erejéig hany olyan komplex matrix van, melynek

a) karakterisztikus polinomja —(z — 1)3(z — 3)*;

b) minimalpolinomja (x + 2)%, és sajataltere 2-dimenzi6s?

. Mutassuk meg, hogy ha két 3 x 3-as vagy 2 x 2-es komplex métrix karakterisztikus polinomja és
minimalpolinomja megegyezik, akkor a két matrix hasonlo.

. Mi lehet az A? matrix minimélpolinomja, ha A € M, [C] minimalpolinomja (x + 1)2?
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Hazi feladatok
Beadasi hatarids: aprilis 20.

A feladatokra teljes, tomér és wildgos megolddst kériink részletszdmitdsokkal, indokldssal, az
eredmény leirasa nem elegends. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettét. A hétbdl hat
feladat megolddsdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Egyitt gondolkozni szabad, de
mds megolddsdt lemdsolni nem!

. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi valos A matrixnak nincs 1-dimenziés invaridns altere, viszont

span((1,1,1,1),(1,—1,0,3)) invarians altér.

1 1 -2 -1

01 -2 -2

A= 21 -3 -2
-2 0 2 1

. Bizonyitsuk be, hogy ha A € R"*", és U < R" az A-nak invarians altere, akkor U+ az AT-nak

invarians altere.

. Mi az aldbbi méatrixok Jordan-féle normalalakja, és mi a minimalpolinomjuk?

A=]0 0 0 B=
0 0 s 002 0
000 2

Mi lehet a Jordan-féle normalalakja annak a komplex métrixnak, melynek
a) karakterisztikus polinomja —(z —2)7, minimalpolinomja (z —2)*, a 2-héz tartozo Vs sajataltér
dimenzibéja 2;
b) karakterisztikus polinomja (z — \)
sajatértékhez tartozo sajataltér?

8 minimalpolinomja (z — A\)*, dim(Vy) = 3, ahol Vj a A

Legyen A egy 5 x 5-0s, 2 sajatértékt, B pedig egy 5 x 5-0s, 0 sajatértéki Jordan-blokk. Mi az A2
és a B? matrix Jordan-normélalakja?

. Hasonl6sag erejéig hany olyan komplex matrix van, melynek

a) karakterisztikus polinomja —(z — 2)%(z + 3)?;
b) minimalpolinomja (x — 1), és sajataltere 2-dimenzi6s?

Legyen A, B € C"*", és tegyiik fel, hogy a C = AB — BA maétrix rangja 1. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor C? = 0.



