Bevezetés az algebraba 2 12. feladatsor 2020. majus 4.

. Abrazoljuk a {P ‘ |d(P, Fy) — d(P, F1)| = 1} “hiperbolat”, ha F; = (1,0), F» = (—1,0), és d az
1-norma, illetve a co-norma altal indukéalt metrika R2-en.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha P egy pont a sikon, és e egy egyenes, akkor R? minden norméja szerint
van e-nek P-hez legkozelebbi pontja (ennek a P-t6l valo tavolsaga az e egyenes tavolsaga P-tdl).

b) Lassuk be, hogy a tengelyekkel parhuzamos egyenesektdl valo tavolsag minden p-norméra meg-
egyezik az euklideszi tavolsaggal

c) Hatarozzuk meg a P(1,1) pont tavolsigat az e : y = 2x egyenestdl az 1-, 2- és co-norma
szerint. Melyik az e egyenes P-hez legkozelebbi pontja ezekre a norméakra nézve?

. Hatarozzuk meg az alabbi méatrixok Frobenius-normajat, 1-, 2- és co-norméjat és spektralsugarat!
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. Mutassuk meg, hogy egy A € C™*" maétrix spektralsugara legfoljebb akkora, mint barmely
matrixnorma szerinti normaja, képlettel:
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specialisan legfoljebb akkora, mint a 2-norméja!

. Mutassuk meg, hogy ha A normalis méatrix, akkor a 2-norméja egyenls a spektralsugaraval!

9 ; matrix legjobb 1 rangu kozelitését a Frobenius-, 2-, 1- és co-norma szerint!
(Az els6 ketténél hasznaljuk az Eckart—Young-tételt!.)

. Adjuk meg az [5

. Bizonyitsuk be, hogy egy d-regularis egyszeri iranyitatlan graf szomszédsagi matrixanak spektral-
sugara és 1-, 2 és co-normaja is d.
. Mi a spektruma az alabbi grafoknak? Az a) és b) feladatbeli grafra keressitk meg a sajatvektorokat
is!

a) 3, illetve 4 szogpontu teljes graf

b) 4 hosszu kor
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Hazi feladatok
Beadési hatarid6: majus 11.

A feladatokra teljes, tomér és wildgos megolddst kériink részletszdmitdsokkal, indokldssal, az
eredmény leirasa nem elegends. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettét. A hétbdl hat
feladat megolddsdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Egyiitt gondolkozni szabad, de
mas megolddsdt lemdsolni nem!

. Abrazoljuk R%-ben a (0,1) fokusza és y = —1 vezéregyenest “parabolat” az Gsszeg-, illetve a maxi-

mummetrikara nézve (azaz adjuk meg azoknak a pontoknak a mértani helyét, amelyek az adott
metrika szerint egyenls tavolsagra vannak a fokuszponttol és a vezéregyenestdl)!

. Adjunk meg R"-ben

a) 2n pontot, amelyek az Gsszegmetrikara és
b) 2™ pontot, amelyek a maximummetrikara nézve paronként egyenld tavolsédgra vannak egymaés-
t6l.

Tekintsiik az alabbi méatrixokat:

4 -2 4
A:[; ;] B=|-2 1 -2
4 -2 4

Hatarozzuk meg a Frobenius-, 1-, 2- és co-norméajukat és a spektralsugarukat!

Bizonyitsuk be, hogy ha A € C"*" unitér, akkor ||A|, = 1, [|A||p = V/n, tovabba ||A;|| és || Al
mindegyike az [1,+/n] intervallumba esik.

Hatarozzuk meg az n agu iranyitatlan csillaggraf szomszédsigi matrixdnak spektralsugarat és 1-,
2-, illetve oo-norméjat!

. Hatarozzuk meg a >—A—< graf spektrumét!

7.

Bizonyitsuk be, hogy a maximummetrikara nézve R™-ben legf6ljebb 2™ olyan pont van, amelyeknek
a paronkénti tavolsaga egyenld!



