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. Keressiik meg azt a mdtrizot, mely a definicid alapjdn igazolja, hogy az aldbbi két mdtriz kongruens:

1 2 0 1 0 0
2 0 21, 0 0 0
0 2 -1 0 0 -1

Megoldds: A maéatrix sajatértékei +3 és 0, igy konnyen lehet ortogonalisan diagonalizalni (a
kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok merdlegesek). Tovabba ebbdl tudhatjuk azt is,
hogy a matrix valoban kongruens a Dy = diag(1,0, —1) méatrixszal. A 3,0, —3 sajatértékekhez a
sajatvektorok rendre (2,2,1), (—=2,1,2) és (1,—2,2). Tehat
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invertalhaté matrixszal A = CTD,C.

De szimultan sor-oszlopmiiveletekkel is diagonalizdlhatunk (a Sylvester-tétel szerint abban a
diag. alakban is egy pozitiv, egy 0 és egy negativ diag. elem lesz valamilyen sorrendben), és aztén
azt modositjuk, hogy a Dy méatrixot kapjuk.
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matrixra CTAC = diag(1, —4,0). Ezt megkaphatjuk a diag(1,0, —4) matrixbol a masodik és har-
madik béziselemet megcserélé P permutaciométrixszal valé konjugalassal, majd azt szétbontjuk
D1DyD; = diag(1,1,2)diag(1,0, —1)diag(1,1,2)-re. ~Tehat CTAC = PTdiag(1,0,—4)P =

PTDlDO_DlP, és igy a
1
di 1,1,-) =
we(10)
métrixszal (C')T AC’" = Dy.
. Milyen feltétel mellett lesz az aldbbi valds mdtrix pozitiv, illetve negativ definit? Milyen jellege lehet
még a mdtriznak mds a értékekre?

C'=CP'D'=CPTD;'=C
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a 2 0
A=12 a 0
0 0 a

Megoldds: A féminorjai rendre a, a? — 4, a(a® — 4). Ezek akkor mind pozitivak, ha a > 2, tehét
ekkor lesz A pozitiv definit, és akkor —, +, — elGjeltek, ha a < —2, tehat A pontosan ekkor negativ
definit. Ahhoz, hogy valamilyen szemidefinit, de ne definit legyen, az A méatrixnak szingularisnak
kell lennie, azaz |A| = (a® — 4)a = 0, és ez csak a = 0,2, —2 esetén teljesiil. Kénnyen lathato, hogy



Bevezetés az algebraba 2 7. feladatsor/2 2020. marcius 30.

a = 0 esetén a métrix indefinit: a [g g] bal f6ls6 sarokmatrix sajatértékei +2, tehat az indefinit,
és igy A is. Ha a = 2, akkor szimultan sor-oszlopmiiveletekkel A 2 diag(2,0,2), ha pedig a = —2,
akkor A = diag(—2,0,—2).

Osszefoglalva: A negativ definit, ha a < —2, negativ szemidefinit (de nem definit), ha a = —2,
pozitiv szemidefinit (de nem definit), ha a = 2, pozitiv definit, ha a > 2, és a maradék esetekben,

tehdt —2 < a < 2 esetén, indefinit.

. Hatdrozzuk meg az aldbbi A mdtrix pozitiv (szemi)definit négyzetgyokét.

5 4 =2
A= 4 5 2
-2 2 8
Megoldds:  ka(z) = —2% + 1822 — 81z = —z(z — 9)?, igy a sajatértékei 9,9,0. A 0-hoz tar-

tozd egységnyi sajatvektor %(2,—2,1). Vo ennek a merGleges kiegészitGje, annak egy lehetséges
ortonormalt bazisa { 1(2,1,-2), £(1,2,2) }. Tehat a

1 2 2 1
P = 3 -2 1 2
1 -2 2
ortogonélis matrixszal P~ AP = diag(0,9,9) = D, azaz A = PDP™!, és ebbdl A egy négyzetgyoke
PVDP~!' = PyDPT =

1 2 2 1 0 0 O 1 2 =2 1 1 5 4 =2
3 —2 1 2 0 3 0 3 2 1 -2| = 3 4 5 21,
1 -2 2 0 0 3 1 2 2 -2 2 8

amely szintén pozitiv szemidefinit, mert egy pozitiv szemidefinit diagonalis matrix ortogonéalissal
valé konjugaltja.

. Hatdrozzuk meg a o(x,y) = xT Ay valds bilinedris figguényre nézve a W = span((1,1,0), (0,2,1))
altér jobb és bal oldali merdlegesét, ha
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Megoldds: Legyen

B:

O = =
=N O

a W béziselemeibdl mint oszlopokbol &llé matrix. Ekkor
Wt ={x|{w,x)=0v¥weW}={x|BTAx =0} = N(BTA).

—2
r. [0 11 1 0 2 L
BA_[_131}+—>»—>[011]:>x_t i,
tehat W+ = span((—2,—1,1)),
és TW ={x|(x,w) =0Vw e W} ={x|xTAB =0T} = N(BTAT)
1 0 2 1 0 2 —4
T AT __ — _
BA—[123:|I—>'—>[01%:|=>X—15 ;,

tehat -W = span((4,1, —2)).



Bevezetés az algebraba 2 7. feladatsor/3 2020. marcius 30.

. Legyen egqy [ komplex skaldris szorzds Gram—mdtriza [_22 22] az ei1,ey standard bdzisban.

Szamitsuk ki eq,es hosszdt és skaldris szorzatdt a (CQ, f) euklideszi térben. Adjunk meg egy f-
re ortonormdlt bazist C*-ben! Legyen by = (1,1), by = (1, —1) 1ij bdzis Adjuk meg f Gram-mdtrizdt
ebben az 1j bdzisban.

Megoldds: A standard bazis elemeinek skalarszorzatat egyszertien leolvashatjuk a Gram-méatrixbol:
efAe; = a;;. Tehét |e1| = \/f(e1,e1) = V2, |e2]| = V2, és f(eq,ez) = i. Az f-ortogonalizalashoz

a méasodik bazisvektort kell ortogonalizalni az elsére.

/ f(e1,e2)

C2 = f(e1,er)

Tehat {e;,cy } f-ortogonalis vektorrendszer, és e; f-norméja v/2, mig

e1 = (0,1) %(1,0) _ (-%,1) S oo = (—i,2).

flevea =1 21| % 5] |7 <o

ezért { \%(1,0), %(—iﬂ)} f-ortonormalt bazis.

Végiil az 04j bazisra valo attérés P matrixa és az 0j bazisbeli Gram-matrix:

S P B S el | L A R

. Legyen o(x,y) = x*Ay az alabbi A mdtrixzszal.

a) Szamitsuk ki a p(x,y) értékét x = (1,7,0), y = (2 —1i,1,1)-re.

b) Adjuk meg a ¢ dltal definidlt kvadratikus alakot.

¢) Diagonaliziljuk az A mdtrizot mint Gram-mdtrizot, és adjunk p-ortogondlis bdzist C3-ben.

1 1 141
A=| —i 2 1
1—-4 1 3

Megoldds:  a)
(x,y)=x"Ay=[1 —i 0]| —i 2 1 1 =1—1

b) q(X) == |$1|2 + 2|$2|2 + 3|,I3|2 + iflxg - ijgxl + (1 + i)flaTg + (1 - ’L')J_Tgxl + ifga?g + J_Tgxg

c¢) Szimultan sor-oszlopmiiveletekkel diagonalizaljunk, egyuttal az egységmatrixra is alkalmazva a
sormiiveleteket, igy az utobbibol kapott matrix adjungaltjanak oszlopai (azaz a matrix sorainak
konjugaltjai) adjak a diagonéalis alakhoz tartozo béazist. Arra kell figyelni, hogy ha a sormiivelet
s; = 8; + cs;, akkor az oszlopmivelet o; — co;.

1 i 1443 | 1 0 0 , 1 i 144 | 1 00 ‘
—~i 2 1 |01 o0] =5 Jo i | i1 0| =
1-i 1 3 |00 1= ]o — 1 | —14: 0 1] @0
1 0 0] 1 00 100] 1 00
0 1 i | i 1ol®=lo1i]| i 1 o0|®3"
0 —i 1 | —14i 0 1 00 0 | —24i i 1
100] 1 00 100
0 1 0 | i 1 0| = A diagonalis alak: [0 1 0],
000 | —24i i 1 00 0
és a hozza tartozo bazis {(1,0,0), (—i,1,0), (-2 —14,—i,1) }.
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. Bizonyitsuk be, hogy minden indefinit hermitikus bilinedris fligguényre nézve van olyan nem nulla
vektor, amely merdleges onmagdra!

Megoldds: Ha az f bilinearis fiiggvény indefinit, akkor van olyan f-ortogonalis béazis, amelynek
elemein az f-hez tartozo kvadratikus alak pozitiv és negativ értéket is folvesz. Legyen b és c ez a
két baziselem. Ekkor f(b,b) = s2, f(c,c) = —t2, és f(b,c) = f(c,b) = 0, ahol s,t valés szamok.
Az u = tb + sc vektor nem nulla, mert kiilénben ¢ = —tb-re f(c,c) = z—zf(b,b) > 0 lenne, és
f(u,u) = t2f(b,b) + s*f(c,c) — stf(b,c) — stf(c,b) = t?s* — s*t? = 0.



7.

. Irjuk fel az A = [
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Hazi feladatok
Beadési hataridé: aprilis 6.

A feladatokra teljes, tomér és wildgos megolddst kériink részletszdmitdsokkal, indokldssal, az
eredmény leirasa nem elegends. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettét. A hétbdl hat
feladat megolddsdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Egyitt gondolkozni szabad, de
mas megolddsdt lemdsolni nem!

10
6 10
felbontds C' mdtriza ne legyen egymds negativja)!

} mdtrizot két lényegesen kiilonbizé modon CTC alakban (azaz a két

. Adjuk meg az aldabbi matriz Cholesky-felbontdsdt!

1 -1 2
A=1|-1 5 -2
2 =2 )

. Egy C? x C%-en értelmezett komplex bilinedris fiigguény g(u,v) = itgvg — itguy.

a) Irjuk fel a mdtrizdt!
b) Hermite-féle-e a bilinedris figgvény?
c¢) Hatdrozzuk meg a jellegét!

Adjunk meg egy olyan bdzist, amelyben az eléz6 feladatbeli g mdtriza diagondlis! Irjuk fel a
kvadratikus alakot ebben a bdzisban!

. Legyen a,b € R, és tekintsiik a

©(p;q) = p(a)q(b) + q(a)p(b)

bilinedris figguényt a legfeljebb elsdfoki valds polinomok terén. Irjuk fel a ¢ mdtrizdt a standard
{1,z } bdzisban! Az a és b értékétdl figgéen mi a jellege a @-hez tartozé kvadratikus alaknak?

. Hatdrozzuk meg R>-ben az (1,—1,1) vektor dltal generdlt altér bal, illetve jobb oldali merdlegesét a

o(x,y) = xT Ay bilinedris fiigguényre nézve, ha

1 2 -1
A=10 1 1
1 1 =2

Melyek azok a ¢ wvalds szimmetrikus bilinedris fiigguények, amelyekre barmely v # 0 vektor eleme
eqy p-ortogondlis bazisnak?



