Bevezetés az algebraba 2 8. feladatsor 2020. aprilis 6.

1. Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtrixok redukalt SV D-felbontdsdt!

1 0 -1 -1 1 2 0
A‘[o —2} B_[—1 —1} C_[o —2 1]
Megoldds:  a) Mivel az A matrix 6nadjungélt (elég, hogy normalis), tartozik hozza ortonormalt

sajatbazis, s6t ezt vehetjik ugy, hogy a megfelel§ sajatértékek abszolut értékei csokkendek

legyenek: —2-hoz (0,1), 1-hez (1,0) tartozik. Igy a V = [? (1)} métrixszal

A=l =[] 50 o

A diagonélis méatrixban modosithatjuk az elGjeleket egy unitér matrixszal valo szorzassal.
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Ebben a felbontasban a két széls6 métrix unitér, a kdzépss pedig nemnegativ diagonalis, amely-
ben a diagonalis elemek fogy6 sorrendben vannak, ezért ezek a diagonalis elemek csak a szin-
gularis értékek lehetnek, és a felbontas a teljes SVD-felbontés. A redukalt ugyanez, mert a
matrix teljes rangi négyzetes matrix.

b) Itt is alkalmazhatunk egyszerisitett modszert, mivel a matrix rangja 1. Ekkor O(V;) =

O(B*B) = O(B*) = §(B) = ((1,1), tehat Vi = - [H ¢sa BV = [:g] [ ]

szorzatbol Uy = \/Li [:” és X1 = [2]. Tehat a redukalt SVD-felbontas

=[5 25

c¢) Erdemes a métrix transzponaltjara kiszamitani a felbontast, mert akkor kisebb matrixra (csak
2% 2-esre a 3x 3-as helyett) kell sajatvektorokat keresni, és aztan a felbontast megtranszponalni.

c*=12 -2, cCc*= > —4 . kooe(x) =2 10249, A\ =9 =1
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Vi =— , Vo = — , Vi=— , C"'Vi=—1-4 0
=) el g e
A C*V; oszlopait a megfelels szingularis értékekkel (o7 = /A1 = 3, 02 = Vg = 1) leosztva

megkapjuk a U; matrixot:
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1 LT

C =TS,V = —— | —4 0 [3 0]—[ ! 1].
3V2 | | 3

Igy az eredeti matrix redukalt SVD-felbontasa:
o[t 2 0]_ 1 -1 1][3 0] 1 [-1 41
S0 =2 1] 2| 1 1]]0 1]3/2] 3 0 3]’

2. Irjuk fel az 1. feladatbeli B és C' mdtrizok teljes SVD-felbontdsdt és a C mdtriz SVD-felbontdsdnak
diadikus alakjat!
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Megoldas: A B teljes SVD-felbontasdhoz tetszélegesen kiegészitjiik a redukalt felbontasbeli
szemiortogonalis métrixokat ortogonalissé, és a ¥;-et B-vel megegyez6 mérett Y-va:

11 1]f2 0] L [1 1
V2 -1 =110 0]2 |1 —1]°
A C matrix teljes SVD-felbontasa a redukalt felbontas kiegészitésével:

R R i

ahol az utols6 matrix harmadik sora az elsé két sor vektorialis szorzata.
C diadikus felbontésa a redukalt SVD felbontasbol

5[ el o e

_3. 1/6  4/6 —1/6 L1 1/2 0 1/2
- -1/6 —4/6 1/6 1/2 0 1/2|°
. Szamitsuk ki az 1.-beli B és C' mdtrizok pszeudoinverzét az SVD felbontds segitségével!

Megoldas: Az U;%,Vi* redukalt felbontast matrix pszeudoinverze V; YU I-
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C+_[1 20]*_1 _40[§ o}i[q 1}_12_2
0 -2 1 3v2 | | 5| L0 1]32 |

. Szdmitsuk ki az 1. feladatbeli négyzetes mdtrizok poldrfelbontdsdt! Melyiknek van tobbféle is?
Megoldds: Ha A = UXV* teljes SVD-felbontas, akkor A polaris felbontasa A = (ULXU*)(UV™).

1A o Ape s 1T o1 0], |1 1p{-1 o0
Az 1. feladat els6 két matrixara ez A = 0 2l lo _1],esB—[1 1}[ 0 _1}

Az invertalhaté A maéatrixnak egyértelmi a polarfelbontasa, B polarfelbontasaban viszont az orto-

gonalis matrix tobbféle is lehet, példaul a B = H ﬂ [_(1) _(1)] felbontéas is megfelel.

. Adjuk meg az 1.-beli nem 1-rangd mdtrizok legjobb 1-rangu kézelitését! Mekkora a kézelitd mdtriz
eltérése Frobenius-normdban?

Megoldds: Az A matrixra

A(l):|: :\/12+02+02+02:1,

ﬂ[z][o 1]:[0 0].Azeltérés )

0 -2

o o]

vagy a tételbdl adoddan a kihagyott szingularis értékek négyzetosszegének négyzetgydke, ami v12 =
1.
A C matrixra

C(l):%[_ﬂ[:&]%[—l —4 1]:{_1‘?; _; _%g}

Az eltéres \/i +02+1+1+02+1 =1, illetve \/oZ =1.
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. Mutassuk meg, hogy ha eqy A komplex négyzetes mdtrix poldris felbontdsdban A = PQ) = QP, azaz
a pozitiv szemidefinit és az unitér rész felcserélhetd, akkor A normdlis mdtrix!

Megoldds: A*A = (QP)*(QP) = P*Q*QP = P*P = P? és AA* = (PQ)(PQ)* = PQQ*P* =
PP* = P2 igy A*A = AA* (az atalakitasban felhasznaltuk, hogy @ unitérsége miatt Q*Q =
QQ* = I, és P énadjungaltsaga miatt P* = P).

. Irjuk fel az aldbbi mdtriz karakterisztikus polinomjdt és minimdlpolinomjdt!

A=

S O N
o N O
— N DN

Megoldds: Mivel A fels6 haromszogmaétrix, a karakterisztikus polinom kozvetleniil leolvashato
belsle: ka(r) = —(x — 1)(z — 2)%. Az m(x) miniméalpolinom oszt6ja ennek, de minden sajatérték
gySke m 4 (x)-nek, igy ma(z) = (z — 1)(z — 2) vagy (z — 1)(x — 2)%.

10 2][0 0 2 00 0
(A-I)A-2)=|0 1 2|0 0 2|=1]0 0 0f,
00 0|00 —1 00 0

igy ma(z) = (x — 1)(z — 2).

Van-e az egységmdtrizon kil olyan mdtriz R***-ben, illetve Q***-ben, amelynek az otodik
hatvanya az eqységmdtrix?

Megoldds: Valos méatrixbol van ilyen: az origd koriili 108°-os forgatas matrixa.

Tegyiik fel, hogy A € Q**? | és A> = I. Ekkor az z° — 1 polinom annullalja az A matrixot,
kovetkezésképpen m4(z) | (% — 1). De 2° — 1 irreducibilisekre bontasa Q[z]-ben (z — 1)®5(z) =
(x—1)(z*+ 23+ 22 +2+1), ezért ma(x) irreducibilis tényezdi is ezek koziil valok. De degm 4(z) <
deg k4 (x) = 2, igy csak = — 1 szerepelhet m 4 (x)-ben, s mivel 2° — 1-nek osztoja, ma(r) = z — 1,
amibdl A = I kovetkezik. Tehat az egységmatrixon kiviil nincs més ilyen racionalis elemd matrix.



