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. Legyen A 10 x 10-es valds mdtriz! Jelolje r; az A rangjdt! Lehet-e az (ri,79,...) sorozat egyenld
az aldbbiakkal?

a) (5,6,...);
b) (9,8,7,...,4,4,...);
Megoldds: a) Ez a rangsorozat nem lehetséges, mert Im A**! < Im A* minden k-ra, tehat a

rangoknak is csOkkenniiik kellene, itt viszont az 5 utan 6 kovetkezik.

b) Ilyen rangsorozatot kaphatunk, ha egy olyan Jordan-métrixot vesziink, amelynek egyetlen 0-
blokkja van, igy ennek a hatvinyozasanal mindig 1-gyel cstkken a rang, amig 0-va4 nem valik
a blokk. Ez a rangsorozat szerint akkor kiévetkezik be, amikor a rang 4, ezért a 0-blokk 6 x 6-
os. Ezt a 0-blokkkot kiegészithetjiik tetszéleges invertalhaté diagonalis blokkal, példaul egy
4 X 4-es egységmaétrixszal.

. Egy 10 x 10-es A mdtriz sajdtértékei Ay = 1, Ao = 2 Az A — A\ I hatvdnyainak rangja rendre
8,6,5,4,4. Az A — Aol hatvdnyainak rangja rendre 7,6,6. Irjuk fel A Jordan-féle normdlalakjdt!
Megoldds: ~ Irjuk fel egy téblazatba a rangok sorozatat (a nulladik hatvannyal, tehat az
egységmatrixszal kezdve). Ekkor a masodik differenciasorozat adja meg az adott sajatértékhez
tartozo adott méretd Jordan-blokkok szdmat.
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Tehét a Jordan-alakban egy 4 x 4-es és egy 2 x 2-es 1-blokk, és egy 2 x 2-es és két 1 x 1-es 2-blokk
van. Azaz J(A) = diag(Jy, Jo, J3, J4, J5), ahol
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. Bizonyitsuk be, hogy ha K < L végtelen testek, és A, B € K™*™ hasonlék mint L folétti mdtrizok,
akkor K™*™-ben is hasonlok!

Megoldds: A és B akkor hasonlok, ha van olyan P invertélhat6é matrix, amelyre P~ AP = B, azaz
AP = PB. Ez a P n? darab ismeretlen elemére egy linearis egyenletrendszer, amelynek &ltalanos
megoldasa valahéany K-beli vektor (valojaban matrix) paraméter-egyiitthatos linearis kombinacioja.
A feltétel, hogy P invertalhato, azt jelenti, hogy |P| # 0, és P determinénsa a paramétereknek K
folotti tobbvaltozos polinomja. Azt kell tehat belatnunk, hogy ha ennek a polinomnak van olyan
L-beli behelyettesitési értéke, ami nem 0, akkor a paraméterekbe alkalmas K-beli elemeket is be
tudunk helyettesiteni tigy, hogy az értéke ne legyen 0.

Legyen f(z1,...,x%) € Klz|, és tegyiik fel, hogy valamely aq,...,a; € L elemekre f(ay,...,a;) #
0. A valtozok szaméra vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy ekkor van olyan bq,...,b; €
K, hogy f(b1,...,br) #0. n = 1-re igaz: egy m foku egyvaltozés nemnulla polinomnak legf6ljebb
m gyoke lehet, és K végtelen. Tegytik fel, hogy (k — 1)-valtozos polinomra igaz az allitds. f-
et felirhatjuk xp-nak Kl[zy,...,x5_1] {6l6tti polinomjaként, amelynek nem minden egyiithatoja
azonosan nulla L fol6tt, mert akkor L folott sem lenne nemnulla behelyettesités. Tehat valamelyik
egyiitthatonak az indukcios feltevés szerint van (by,...,bx—1)-gyel valo K-beli nemnulla értéki
behelyettesitése. Tekintsiik a g(zx) = f(b1,...,bk—1,2k) egyvaltozos polinomot. Mivel ez nem az
azonosan nulla polinom, csak véges sok gyoke lehet K folott is, és igy van olyan b, € K, amelyre

f(b,... bg) = g(bi) # 0.
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. Bizonyitsuk be, hogy minden négyzetes mdtrix hasonld a transzpondltjdhoz!

Megoldds: Legyen A € K™*" és L > K egy b6vebb test, amelyben k4(z) linearis faktorokra
bonthaté. Ekkor L-ben van A-nak Jordan-normalalakja. Az el6z6 feladat szerint elég belatni, hogy
A~ AT az L f6l6tt. Legyen A ~ J = diag(Jy, ..., Jy) az A Jordan-normalalakja a B = By UI... 1 By
bazisra valo attéréssel. Legyen B; a B; forditott sorrendben. Ekkor az A matrix a B’ = B{ U...UB;,
bazisban J7T, tehat J7 ~ J. Legyen A = PJP~ ! és JT = QJQ~'. Ekkor

AT — (Pfl)TJTPT — (Pfl)TQJQfl_PT — (QflpT)flJ(QflpT) ~ J~ A.

. Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtrizok Jordan-féle normdlalakjdt, és adjuk meg egy Jordan-bdzisdt!
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Megoldds: ku(z) = (z —2)*(x — 1)%

r(A—2I)=3=dimlVo =4—-3=1= J(A)-ban egy 2-blokk van, és igy ez 2 X 2-es.
r(A—1)=2=dimV; =4—-2=2= 7J(A)-ban két 1-blokk van, és igy ezek 1 x 1-esek. Tehat
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A X\ = 2-hoz egyetlen 2 hossziisdgt Jordan-lancot kell keresniink, mert egyetlen 2 x 2-es Jordan-
blokk van. Elgszor (A — AI)* magterének, K;-nek a bézisat kell megtaldlnunk (most i = 1,2-re).
Aztan az i csokkend rendjében (az alabbiakban jobbrol balra) a K; béazisabol a jobbrol érkezd
Jordan-lancok K;-beli elemei és a K;_; baziselemei altal generalt altérhez kiegészité baziselemeket
valasztani (ezt bonyolultabb esetben Gauss-eliminacioval végezhetnénk).

A K; magtér meghatarozasahoz (A — AI)* redukélt lépcsds alakjara van sziikségiink: L;. Ezutén az
(A—XI)**! redukaldsahoz elég az L;(A—\I) alakbol kiindulnunk, mert ha L; = P(A—\I)? valamely
invertalhato P-re, akkor az L;(A — X) = P(A — X\I)*"! matrixot is megkaphatjuk az (A — AI)"*!
matrixbol ugyanazokkal az elemi sormiiveletekkel. Az egyenletrendszerbdl kihagyhatjuk a 0 sorokat,
s mivel ezek a jobbrol szorzasnal tovabbra is 0 sorokba mennének, ez nem valtoztat a késébbi
egyenletrendszerek megoldasan. (A Jordan-lancok el6allitasahoz nem kell elére meghatarozni a
Jordan-normaélalakot: addig folytatjuk a hatvanyozast, amig még csékken a maéatrix rangja, vagy

egyszeriibben, amig a magtér dimenzidja, azaz n—(a rang) el nem éri a A algebrai multiplicitasat.
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A )\ = 1-hez tartozo altalanositott sajz';tv_ektorok mind sajatvektorok, tehat a Jordan-lancok itt
1-elemtiek, a V; bazisat kell csak meghatarozni.
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Tehat a Jordan-bazis a fenti vektorokbol { by, bs, bs, by }.
B egyetlen sajatértéke a 3.

0 3 0 0
- 00 o 01 0 0] (B=31) [0 0 0 0
0 0 0 3 0 0 0 1 0 0 0
00 0 0 ) )
1 07 1 70 07 0
0 0 0 1 0 0
Kol |1 KE2itols ol 1] |o
0 0 0 10 0 1
Jordan-lanc(ok) A = 3-hoz:
-3 01
by = 8 (B30 by = (1)
L0 0
-0 01
bs= | e b= |
L0 L1
A Jordan-bazis a fent kapott { by, ba, b3, by }, és a Jordan-normalalak két 2 x 2-es 3-blokkbol 4ll:
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. Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtrixzok komplex és valds Jordan-féle normdlalakjdat!
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Megoldds: |A—xI| = (4—x)(2?+4) = —(z—4)(x—2i)(z+2i). Mivel a karakterisztikus polinomnak
mindegyik gyoke egyszeres, A diagonalizalhato C f5lott, és diagonalis alakja diag(4,2i,—2i). A B
matrix eleve Jordan-normélalakban van. A valos Jordan-alakokban az a + bi-hez és a — bi-hez
tartoz6 azonos méretii blokkokat egy-egy 2 x 2-es blokkokbdl all6 blokk-Jordan-matrixsza vonjuk

Ossze, ahol az atléban D = [_Z 2] blokkok &llnak, a folottiik levs ferde sorban pedig 2 x 2-es
egységmatrixok.
Lo S o0
0 -2 0 0 0 2 1
00 -1 2

. Igazoljuk, hogy minden invertdlhatd komplex mdtriznak van négyzetgyoke! Mutassuk meg, hogy
2

0 2} mdtriz valamelyik

szinguldris mdtrizokra ez nem feltétlendl igaz! Adjuk meg az A = [
négyzetgyoket!

Megoldas:  Elég a regularis Jordan-blokkokra belatni az Aallitdst, ugyanis akkor egy teljes
Jordan-matrixbol is lehet négyzetgyokot vonni (minden diagonalis blokkot egy négyzetgyokével
helyettesitve), és akkor a J = P~'AP Jordan-normélalak M négyzetgyokével A = PJP~! =
PM?*P~! = (PMP~1)2,

Legyen J egy n x n-es A-blokk, és pu? = X\. Ha N egy n x n-es u-blokk, akkor N? atlojaban A,
folotte 2u, folotte 1-ek vannak, mindenhol méshol 0. Mivel p # 0, az N? — \I matrix lépcsSs alaki,
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(n — 1) rangi, ezért N? Jordan-normélalakja egy n x n-es A-blokk, azaz van olyan invertalhato P,
amelyre P"1N2P = J, vagyis J = (P~'NP)2.

0 0
méatrixnak nem lehet négyzetgyoke, mert ha lenne, annak is csak O lehetne a sajatértéke, igy
minimalpolinomja csak = vagy x? lehetne, de akkor annak a négyzete 0 lenne, és nem A.

V2 o1

Az el6bbiekben lattuk, hogy a B = [ 0 \/ﬂ Jordan-blokk négyzete hasonld az A = [g ;]

Szingularis matrixbol viszont nem feltétleniil lehet négyzetgydkot vonni. Példaul az A = [O 1]

Jordan-blokkhoz, csak most a hasonlésédg métrixat is meg kell adni.
B? = [2 2\2/5} B?-2] = [0 2\/5} , Ker(B? — 2I) = span(e;), Ker(B?—2I)? = span(eq,es),

0 0 0
2 -
igy ey egy 2 hosszisagi (2v/2,0) B@QI(O, 1) Jordan-lancot general. Igy a P = [2\0/5 0] attérési

1

matrixszal (P~'BP)? = P71B?P = A, vagyis A négyzetgycke P~'BP = ﬁ [é }J

. Hasonlosdg erejéig hany olyan 3 X 3-as komplex mdtrix van, amelynek a négyzete megegyezik a
kobével?

Megoldds: Tegyiik fel, hogy A € M3(C), és A> = A?. Ekkor A minimalpolinomja osztoja az
23 —2% = 22(x—1) polinomnak. Ebbdl kivetkezik, hogy A sajatértékei csak 0 vagy 1 lehetnek. Ha A
diagonalizalhato, akkor a Jordan-normalalakja diagonalis, 1-ekkel és/vagy 0-kkal az atloban. Mivel
a hasonlosagi osztélyokban a Jordan-blokkok sorrendje valtoztathato, csak az szamit, hogy hény 1 és
hény 0 van az atloban: ez négy lehetéség. Ha A nem diagonalizalhato, akkor a miniméalpolinomnak
van tobbszoros gydke, és ez az ma(x) | 22(x — 1) miatt csak a 0 lehet. Teh&t a minimalpolinom
vagy 22, vagy x%(z — 1). Az elsG esetben a karakterisztikus polinom csak —z? lehet, és a Jordan-
normalalak egy 2 x 2-es és egy 1 x 1-es 0-blokkbdl all, a méasodikban a karakterisztikus polinom
—x?%(x — 1), és a Jordan-normélalak egy 2 x 2-es 0-blokkbol és egy 1 x l-es 1-blokkbol 4ll. Tehat
hasonlésag erejéig hat olyan métrix van, amelynek a kobe megegyezik a négyzetével, és ezek Jordan-
normalalakja
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