Bevezetés az algebraba 2 11. feladatsor 2020. aprilis 27.

1. a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n X 2n-es valds A mdtriz felbonthato gy 2 x 2-es blokkokra, hogy

a diagondlis blokkok mindegyike ugyanaz az matriz (b #0), az dtlé folott végig Ioxo

a
—b
egqységmdtrizok dlinak, mindenhol mdshol pedig 0, akkor A Jordan-normdlalakja C félott két
konjugdlt n x n-es Jordan-blokkbol dll, az eqyik a A = a+bi a mdsik a A = a— bi sajdtértékhez.

b) Ldssuk be az a) rész alapjdn, hogy eqy A € C"*" mdtriz akkor és csak akkor hasonlo egy valds

mdtrizhoz, ha Jordan-normdlalakjdban a nem wvalds blokkok konjugdlt pdrokba oszthatdk.

n
a—x b

Megoldds: a) [A —zl| = b a—=

2a++v4a2—4a>—4b2
2

= (2% — 2az + a® + b*)", tehat a sajatértekek

= a * bi, és mindkettének n az algebrai multiplicitésa.
Az A—(a+0bi)I matrix olyan blokkharomszogmatrix, amelynek atlojaban [ —_bz —bﬂ blokkok

allnak, és ha minden paratlanadiknak az i-szeresét hozzéadjuk az alatta lev6hoz, majd a
parosadikak b-szeresét az alattuk lev6hoz, akkor lépcsds alakot kapunk egyetlen nulla sorral az

aljan:
r—bi b 1 0 ... ... ... —bi b 1 0
-b —b 0 1 0 0 i1
—bi b 1 0 ...| — b b 1 0 —
-b -t 0 1 ... 0 0 i1
r—bi b 1 0
0 0 ¢+ 1
0 2 1 0
0 O i1

Igy a A = a+bi-hez tartozo sajataltér egydimenzios, és ugyanigy (az el6z6 matrix konjugaltjaval
dolgozva) kapjuk azt, hogy a A-hoz tartozo sajataltér is egydimenzios.

b) Mivel az a) rész szerint tetszéleges, két azonos méretti, a + bi sajatértéki Jordan-blokkbol
4ll6 Jordan matrixhoz talaltunk hozza hasonlé valés méatrixot, egy parosithaté blokkokbél allo
Jordan-matrixot permutaciomatrixszal ilyen parokbol allo alakba konjugalva, a kapott matrix
szintén hasonl6 lesz egy valés matrixhoz.

2. Mutassuk meg, hogy A € C"*" akkor és csak akkor hasonlé egy valds mdtrizhoz, ha A hasonlé
A-hoz.
Megoldds: Ha A ~ B € R™", azaz van olyan P invertalhaté, amelyre P~ AP = B valos, akkor
P 'AP=B=B=P AP, igy A~ B ~ A.
Forditva, ha A ~ A, és J az A méatrix Jordan-alakja, akkor J ~ A ~ A ~ J, ezért J és J egyméshoz
hasonlé Jordan-matrixok. A Jordan-alak egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy J és J blokkjai sor-
rendtdl eltekintve megegyeznek, és ez pont azt jelenti, hogy J nem valés blokkjai konjugélt parokba
oszthatok, tehat az 1.b) feladat szerint A hasonlo egy valos matrixhoz.

3. Bizonyitsuk be, hogy eqy A mdtrix akkor és csak akkor cserélhetd fel eqy nilpotens N Jordan-blokkal,
ha A polinomja N-nek, azaz A felsd hdromszdgmdtrix, amelynek a féatle irdnyd egyenesein azonos
elemek dlinak.

Megoldds: Ha A polinomja N-nek, akkor nyilvan felcserélhetd N-nel.
Forditva, legyen A és N n x n-es, N nilpotens Jordan-blokk, és tegyiik fel, hogy AN = N A. Ekkor
e; = N" ‘e, minden i-re. Tegyiik fel, hogy
Ae,, = aje; + ... +ape,.
Ez atirhato
Ae, =a;N" e, +asN"2e,+...4a,_1Ne,+a,le, = (aanfl—l—agN"*Q—i—. .tan_1N+a,I)e,

alakba, vagyis az

2

f(z) =az" ' +apx" % + ...+ an_12 + a, polinomra Ae, = f(N)e,,
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tehat A és f(N) ugyanugy hat e,-en. De az A és N felcserélhet&sége miatt a tobbi baziselemen is
ugyanugy hatnak:

Ae; = AN" ‘e, = N""‘Ae, = N""'f(N)e, = f(N)N" ‘e, = f(N)e;,
ezért A= f(N).

4. Hatdrozzuk meg az aldbbi A madtriz Jordan-normdlalakjdt €és Jordan-bdzisdt, majd ennek a
segitségével szamitsuk ki az A™ hatvdnyokat!

N DN W
w o =
O = =

Megoldds: ka(z) = —23+322 —-2-6—-20+9—-3z+2z = —(2® - 322 + 32— 1) = —(z — 1)3.
Tehat A egyetlen sajatértéke az 1.

2 1 1 2 11
A-1T= 2 -1 1] -0 =2 0 [?) (1) (1)}
-2 -3 -1 0 -2 0

miatt dim V; = 1, vagyis az J Jordan-normaélalak egyetlen Jordan-blokkbél all. A Jordan-bézis igy
egyetlen Jordan-lanc, és barmely olyan vektor generalhatja, amelynek a A-hossza 3, s mivel minden
vektor altalanositott sajatvektor az 1-hez, elég egy tetszGleges olyan vektort vilasztani, amely nincs
benne a Ker(A — I)? altérben.

(A_I)QH[(Q) (1) H ; —i 1 :B j ” = (1 —1/2 1/2]

2 -3 -1
Igy Ker((A — I)?) = span((1,2,0),(—1,0,2)), és v = (1,0,0) ezen kiviil van, és az altala generalt
Jordan-lanc et et

(4,0,—8) +—(2,2,—2) +—(1,0,0).

Tehat
4 2 171t n (5],[0 -1 —1
Ar=pJj"P =1 0 2 0|0 1 n|=|0 4 0=
8 2 0|00 1[8]|8 —4a 4
4 4dn + 2 2n2+1 0 2n2 —|— 1 —n2+2n n2
0 2 2n — 10 -n+1 n
-8 —8n—2 —4n2+2n 8 —4n? 4+ 2n 2n2—5n —-2n24+n+1

5. Hermite-interpoldcidval szamitsuk ki az A = [_1 3] mdtrizra az e? értékét!

Megoldds: ka(x) = 22 —dx +4 = (v — 2)%, és ma(x) = (v — 2)%. Az f(e*®) fiiggvényt egy
p(z) = a + bx legfdljebb elséfokt polinommal interpolalhatjuk.

p(z) =a+bx flx) =e** p(2) =a+2b=¢e
p'(z) =0 f(x) = 2e* P(2) =b=2¢

Igy a = —3e*, b= 2¢?, és

24 _ o 4 4,4 a|—1 2
et =-3e"I +2c"A=¢ [_2 3

6. Adjuk meg az aldbbi A mdtrix négyzetgyokét Hermite-interpoldcio segitségével!

A=

O O =
O = =
I )



Bevezetés az algebraba 2 11. feladatsor/3 2020. aprilis 27.

Megoldds: k(x) = —(x —1)%(x —4), ma(x)=(z—1)3%(x—4), flz)=7

p(z) = a + bx + cx? f(z) =z p(l)=a+b+c=1
p'(x) = b+ 2cx f’(m):ﬁ p’(l):b—i—Qc:%
p(4) = a +4b+ 16¢c = 2
=c=—1, b=1, a=35 = p(x) = 58+ 11z — 2?)
12 6 . 1 1/2 5/18
A’=10 1 5 és \/2:1—8(81+11A—A2): 0o 1 1/3
0 0 16 0 O 2

. Altaldnosithaté-e az Hermite-interpoldciora Lagrange interpoldciés mddszere az alappolinomok
megkonstrudldsdval, illetve Newton mddszere, amelyben a feltételek egyenkénti hozzdaddsdval
mddositjuk az eldzd lépésekben legydrtott polinomot?

Megoldds: Legyenek az interpolaci6 alappontjai Aq, ..., Ag, és ehhez keresiink olyan p(z) polinomot,

amelyre pi9)()\;) = fij t=1,...,k, j=0,...,b; — 1), tovabba az n = > b; értékre degp < n — 1.

ElS lehet allitani a Lagrange-modszerhez hasonléan alappolinomokat: olyan g;;(z) polinomokat,

amelyeknek csak a \;-beli j-edik derivaltja 1, minden méas 0, és akkor p(z) =Y f;;gi;(x) megfelel,
i.j

de az alappolinomok el@allitasa sokkal bonyolultabb, mint a Lagrange—interpol’éci()nél.
A Newton-interpolaciohoz hasonloan tegyiik fel, hogy van egy interpolalé ¢(z) polinomunk az i =
1,...,k és j = 0,...,b; — 1 értékekhez, és legyen m(z) = [J(x — \;)%. Az 1j feltételhez p(x) =

3
q(z)+c-m(z) alaka polinomot keresiink, ahol ¢ kés6bb meghatarozando6 konstans, mert ez biztosan
kielégiti az eredeti feltételeket. Mésrészt az 1j feltételhez, akar egy Gj A\py1 hozzdadasardl van szo,
akar egy meglevs \; kovetkezd$ derivaltjarol, talalunk megfelels ¢ értéket, ui. m(Ag41) # 0, és
m®)(\;) # 0 is igaz, mivel a bi-edik derivaltnak csak abban a tagjaban nem szerepel az (z — );)

(0)
tényezs, amelyik ((z — )\i)bi)(bi) IT(z— AP =b! | [I(z — As)% | alaku.
sF#L s#i
. Hdny olyan pdronként nem hasonld, nem diagonalizdlhatd 3 x 3-as komplex mdtriz van, amelynek
determindnsa 0, és a nyoma 17

Megoldas: Legyen A ilyen méatrix. Mivel det A = 0, a 0 sajatértéke A-nak. Masrészt tr A = 1,
tehét a sajatértékek Osszege 1. Viszont ha mindegyik sajatértéke kiilonbozs lenne, akkor a matrix
diagonalizalhaté lenne. Tehat a sajatértékek vagy 0,0, A, ahol tr A = 1 miatt A = 1, vagy 0, A, A,
ahol tr A = 1 miatt A = % Mivel a matrix nem diagonalizalhatd, a Jordan-normélalak a kovetkezd
kett6 egyike.

010 00 0
00 0], 0 3 1
001 00 1

Tehat hasonlésag erejéig csak két ilyen matrix létezik.

. Adjunk meg az aldbbi A és B mdtrizokhoz olyan P invertdlhatd mdtrizot, amellyel P~'*AP = B.

0 -1 -2 00 0
A=|-1 0 -2|, B=|10 -1
0 1 2 01 2

Megoldds: Hozzuk mindkettst Jordan-normélalakra. ka(z) = kp(x) = —x(x — 1)%, és A — I és
B — I is 2 rangi, tehat a Jordan-alakjuk

S

Il
O O =
O = =
o OO



Bevezetés az algebraba 2 11. feladatsor/4 2020. aprilis 27.

Keressiink mindkett6hoz Jordan-bézist.

-1 -1 -2
A-T=|-1 -1 -2 l—>l—>[1 0 1]'“‘—3)[_1 0 _1} = [1 0 1]
0 1 1 -1 0 -1
0 1 1
Ker(A —I) = span((—1,-1,1)) Ker(A — I)? = span((0,1,0), (—1,0,1))

0“1, -1,1)%(0,1,0)

0 -1 -2

A=l 0 ) o [30]
0o 1 2
0 & (-2,-2,1)
-1 0 -2
Pb=|-1 1 —2|-gyel P ‘AP =J
10 1
-1 0 0
B-T=| 1 -1 —1| s |1 0 OpED =1 000y g
01 1 100
0o 1 1
Ker(B — I) = span((0, —1,1)) Ker(B — I)* = span((0, 1,0), (0,0, 1))
0 0,-1,1) 4= (0,0, 1)
00 O
B=1|1 0 -1 HB?—;]
01 2
0 <£(1,-2,1)
00 1
Po=|-1 0 —2|-gyel Py'BP,=1J
11 1
Tehat B = P,JP; ' = PPy ' AP Py ' = P~1AP, ahol
-1 0 -27[-2 -1 0 0 10
P=PP'=|-11 -2 1 1 1= 1 21
10 1 1 00 -1 -1 0



