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. Abrdzoljuk a {P ‘ |d(P, Fy) — d(P, F1)| = 1} “hiperboldt”, ha Fy = (1,0), F5 = (—1,0), és d az
1-norma, illetve a co-norma dltal indukdlt metrika R*-en.
Megoldds: Elég a d(P,Fy) — d(P,Fy) = 1 egyenletet megoldani, a d(P, Fy) — d(P,F;) = —1
megoldasa ennek az y tengelyre vett tiikorképe.

1-norméban az alakzatot az |z + 1|+ |y| — (|Jz — 1|+ |y|) = 1, azaz |x + 1| — |z — 1| = 1 egyenlet
rjale. [+ 1>z -1 = (z4+1)*>(@—-1)? =2 >0,igy [+ 1] =2+ 1. Haz > 1, akkor az
r+1—(x—1)= 1legyenlet ellentmondasos, tehat 0 < z < 1, és az egyenlet (r+1) — (1 —xz) =1

alaki, aminek z = 5 (és y € R tetszdleges) a megoldésa.

oo-normaban az egyenlet max { |x + 1|, |y| } —max{|z — 1],|y| } = 1. A maximum nem lehet
mindkét esetben az |y|, mert akkor 0 lenne a kiilonbség. Ha mindkét esetben az z-es kifejezés a
maximum, akkor az |z + 1| — |z — 1] =1 (Jy| < |x — 1|) adja a megoldast, és az 1-norméban kapott
egyenlet alapjan ez x = %, lyl < % Végiil, ha a két tag koziil csak az egyikben nagyobb az |y|,
akkor az kisebb a masik z-es tagjanal, tehat csak ugy lehet 1 a kiilonbség, ha |z + 1| > |y| > |z — 1|,
és |z +1|—|y| = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy |z +1|—|z—1| > 1, tehat = > $ és |y| = |z +1| -1 = =,
azaz y = L.

A két gorbéhez a tiikorképét is hozzatéve a kiovetkezs alakzatokat kapjuk.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha P egy pont a sikon, és e egy egyenes, akkor R? minden normdja szerint
van e-nek P-hez legkdzelebbi pontja (ennek a P-tél vald tdvolsdga az e egyenes tdvolsiga P-tdl).

b) Lassuk be, hogy a tengelyekkel parhuzamos egyenesektdl vald tdvolsdg minden p-normdra meg-
eqyezik az euklideszi tavolsaggal

¢) Hatdrozzuk meg a P(1,1) pont tdvolsdigdt az e : y = 2z egyenestél az 1-, 2- és co-norma
szerint. Melyik az e egyenes P-hez legkdzelebbi pontja ezekre a normdkra nézve?

Megoldds:  a) Ha v = a + tb az egyenes egyenlete, és ¢ a pont, akkor az f(t) = |Ja+ tb — c||

fliggvény folytonos, ugyanis

[f(t2) = ft)] = |[lla+tob —cf = [la+tib —c| [ < [[(a+tsb —c) = (a+ t1b -] =
= [[(t2 = t1)bl| = [t2 — ta - [[b]].

Mivel a fiiggvény alulrél korlatos is, van minimuma.
b) Legyen e: y = a egy x tengellyel parhuzamos egyenes, és P(xq,yo). Ekkor

d(P,e) = min (|vo — [” + [yo — a’)'/" = (lyo — al?)""" = |yo — al,

és ezt x = zg-ra el is lehet érni. Ugyanigy igaz, hogy P-nek egy e : x = a egyenestdl vett
tavolsaga |zg — al.

l—x+1—-2x=2- 3z, haxS%
c) fle)=lz—1+2z—-1=¢1—-2+22—-1=ux, hal<z<1
r—14+2x—1=3x—2, hal<zx
Az els6 szakaszon f(3) = 1, a masodikon %, a harmadikon f(1) = 1 a minimum, tehét

d(P,e) = 1, és az e P-hez legkdzelebbi pontja (3,1).
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Euklideszi normaban az egyenesre allitott merdleges talppontja, azaz y = 2x és y = —%x + %
metszéspontja, azaz (%, g) a legkozelebbi pont, és d(P,e) = %

oo-normaban
max{l—z,1-2x}=1-22, haxz <0
max{l—z,1-2z}=1—-2. haO<uz
max{ |z — 1,122 = 1|} ={ max{1l—2,2r -1} =1—2, hal <z
max{1l—z,2z -1} =2z —1, haggx
max{z—1,2r—1}=2zx—-1, hal<z

A minimum az egyes szakaszokon 1, %, %, %, 1, tehat d(P,e) = %, és a legkozelebbi pont
2 4
(5:3)-

3. Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtrizok Frobenius-normdjdat, 1-, 2- és co-normdjdt és spektrdlsugardt!

1 1 0

A=10 1 1/, B:[_i ”
0 0 O
Megoldds: ||Al|r = V4 =2, |A]l; = max{1,2,1} =2, |[A]lcc = max{2,2,0} =2, p(4) = 1, és
2 1 0
A*A= |1 2 0], aminek a karatkerisztikus polinomja —z (22 — 42 + 3) = —z(z — 1)(x — 3), gy
0 0 0

[A]l2 = 01 = V3.
IBlr = V4 =2, |B|l1 = max{2,2} = 2, ||Bllec = max{2,2} =2, kg(z) = (2? — 22+ 2), B

sajatértékei 1 +1, és p(B) = /2. Végiil B*B = [g (2) ’
1Bll2 = V2.

4. Mutassuk meg, hogy eqy A € C"™*" midtriz spektrdlsugara legféljebb akkora, mint bdrmely
mdtrixnorma szerinti normdja, képlettel:

tehat B szingularis értékei v/2,v/2, és igy

p(A) <[],

specidlisan legfoljebb akkora, mint a 2-normdja!

Megoldds: Legyen v a maximalis abszolat értékd A\ sajatértékhez tartozd sajatvektor. Ekkor
) A

1AV] = [IAv]] = IAIIVIE = p(A)[[v]], tehat [|A] > bl = p(4).

vl

5. Mutassuk meg, hogy ha A normdlis mdtriz, akkor a 2-normdja eqyenld a spektrdlsugardval!

Megoldds: Legyen A normaélis matrix, és |A1| > [Aa| > -+ > |\,| a sajatértékek abszolat értékei.
Ekkor van olyan V unitér méatrix, amellyel V='AV = D = diag()\1,..., ). Vegyik az U =

i ,
diag(eq,...,&,) unitér matrixot, amelyre g; = ¢ [xil’ Ea il 7 8
, a A; = U,
Ekkor A =V DV* = (VU)diag(|A1], ..., |A\n)V* SVD felbontas, mert VU és V unitér, és a kozépss

diagonalis matrix atlos elemei nemnegativ valés szamok fogyo sorrendben. Igy ||All2 = o1 = |A1].

6. Adjuk meg az [5 madatriz legjobb 1 rangid kozelitését a Frobenius-, 2-, 1- és oco-norma szerint!

2 2
(Az elsé ketténél haszndljuk az Eckart—Young-tételt!.)

Megoldds: A Frobenius- és 2-norméban val6 kozelitéshez szamitsuk ki az A = [g g} métrix SVD
felbontagat.
. 29 14] | )
A*A = 18 , 6s kaxa(z) =2° — 374+ 36 = (x — 36)(z — 1).
A* A ortonormaélt sajatparjai (367 %(2, 1)) és <1, %(—1,2)). Ebbal

A AR
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} ) 2 24/5 12/5
_ X (1) _ 1 4 =
Ebbsl A = USV*, és A 7 [1]Uﬂvg[2 1] [12/5 6/5}-

A Kkozelités hibaja Frobenius- és 2-normaban is 1.

Az 1-norma és a oo-norma koziil elég a oo-normara megoldani a feladatot, ugyanis a matrix
szimmetrikus, ezért a oco-normabeli legjobb kozelités transzponéltja adja az 1-normabeli legjobb
kozelitést.

1 hibaju kozelitést konnyt taldlni: , tehat csak azt kell megnézni, hogy van-e ennél

4 2
[2 1
jobb. Mivel minden szamot legfoljebb 1-gyel valtoztathatunk, a szamok pozitivak maradnak, és a
fels6 sorban az els6 elem marad a nagyobb. Tehat ahhoz, hogy a rang 1 legyen, azaz a B kozelits
méatrixban by /bia = ba1 /baa legyen, az alsé aranyt novelni kell, a fels6t viszont csokkenteni, mivel

|z| + |y| < 1-re

2 2
vo _24fel el _,
24y~ 2y 2-1y
Az als6 arany novelése soran gazdasigosabb csak a méasodik elemet csékkenteni, ugyanis x # 0-ra

2+ 2+\x!< 2
24y~ 2—Jyl 2|zl =yl

mert 4 — |z|? — 2Jy| — |z||ly| < 4 — 2Jy|, tehat az f(z) = 72 monoton névés fiiggvény ([0, 1)-en)
valamely z < |z| + |y|-ra veszi fol ugyanezt a gi—;’ aranyt.

Ugyanigy érdemes az els§ sort is csak a mésodik elemben valtoztatni. Itt az ardnyt csokkenteni
kell, és x # O-ra

54z _ 55—z 5
> > ,
24y " 2410yl 24 [yl + [x]
ugyanis 3|z| — |z||y| — |x[* > 0, mert a feltevés szerint 3 > 1 > |z| + |y|. Tehat az % monoton
fogyo fiiggvény a [0, 1)-en valamely z < |z| + |y|-re veszi {6l ugyanazt az ‘;’j'r—; aranyt.

Végiil azt kell megnézniink, hogy 0 < z,y < l-re mi az x és y maximuménak minimuma az

2+Lx = ﬁ, azaz 2x+5y = 6 feltétel mellett. Ezt a minimumot y = z esetén érjikel, igy x =y = g.
Tehét co-norméban a legjobban kézelité < 1 rangt matrix [; 280// 77] , a kozelités hibaja pedig 6/7.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy d-requldris egyszerd iranyitatlan grdf szomszédsdgi mdatrizdnak spektrdl-
sugara €s 1-, 2 és co-normdja is d.

Megoldds: Minden sor0sszeg és oszlopdsszeg d, igy az 1- és oo-norma is d. A 4. feladat szerint
emiatt a spektralsugar legfoljebb d, mésrészt a csupa-1 vektor sajatvektor d sajatértékkel, igy a
spektralsugar is d. Végiil, mivel a matrix szimmetrikus, igy normalis is, a spektralsugara megegyezik
a 2-normajaval, tehat az utobbi is d.

. Mi a spektruma az aldbbi grafoknak? Az a) és b) feladatbeli grifra keressiik meg a sajdatvektorokat
is!

a) 3, illetve 4 szégpontu teljes grdaf

b) 4 hosszi kor

">

Megoldds: a) Altaldnosan is konnyt megadni a K, teljes graf spektrumat. Ugyanis a graf
szomszédsagi matrixa J — I, ahol J a csupa-1 matrix. Tudjuk, hogy J-nek a 0 (n — 1)-szeres
sajatértéke (mivel r(J) = 1), és még az n egy sajatérték, tehat K, sajatértékei: —1 (n — 1)-
szeresen, és n — 1 (1-szeresen). Specidlisan n = 3-ra —1,—1,2, ésn =4-re —1,-1,—-1,3. A K,
(n — 1)-hez tartozo sajatvektora az (1,1,...,1) vektor (és skalarszorosai). A —1-hez tartozo
sajatalteret kigeneraljak az (1,-1,0,...,0), (0,1,—1,0,...,0), ..., (0,...,0,1,—1) vektorok
(a 0-kban 1+ (—1)+0+ ... 4+ 0 = 0 a szomszédok értékeinek Osszege, az 1 értéki csiucsban
—1, a —1 értékiben pedig 1).
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b)

Mivel minden cstcs két szomszédja két atellenes (egy atlo két végpontjan levs) csics, 0-hoz
csak az a vektor lehet sajatvektor, ahol az atellenes csicsok értéke egymas negativja, azaz
(a négyszogon korbejarva) az (a, b, —a, —b) alaka vektorok. Ezek egy 2-dimenzios sajatalteret
generalnak. Mivel a graf 2-reguléris, spektralsugara a 2, és ehhez tartozo sajatvektor (1,1,1,1),
tovabba mivel paros graf (vagy mert a matrixdnak a nyoma 0), a —2 is sajatérték, ehhez tartozik
az (1,—1,1,—1) vektor. A spektrum ezek szerint 0,0, 2, —2.

Irjuk fel a grafra, hogy a A = 0 és a \ # 0 sajatértékekhez milyen sajatvektor tartozhat.

A = 0 esetén a két kozépss csiicsban 0-nak kell lennie, mert a leveleken a szomszédok értékeinek
Osszege 0. A kozépss csicsokban is 0 kell, hogy legyen a szomszédok értékeinek Gsszege, ezért
az egy oldalon lev§ két csticson az értékek egymas negativjai.

Tehat a 0-hoz tartozo sajataltér 2-dimenzios, és az (1,—1,0,0,0,0) és (0,0,0,0,1, —1) vektorok
generaljak.

Most tekintsiink egy A # 0 sajatértéket. Ha valamelyik levélen 0 lenne, akkor kénnyen lathato,
hogy minden csticsban 0 allna, tehat nem kapnank sajatvektort. Igy feltehets, hogy az egyik
levélen 1 all. Ekkor a szomszédjan ), annak a masik levelén is 1, a masik kozépsén A2 — 2,

végiil a maradék két levélen %

222
1 X

:,\ ,\2—2:

1 A%2—2
A

A jobb oldali k6zéps6 cstics miatt A3 —2\ = A\ +2- %, azaz \* —5\24+4 = 0, amibdl a masik
négy sajatérték +1,+2. (A sajatvektorok is konnyen leolvashatok, ha az d4bran behelyettesitjiik
A-ba a konkrét értékeket).



