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1. vizsga — elmélet
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A tesztkérdésekre 20, a definicidk, tételek preciz megfogalmazdsdra 10, a bizonyitdsos részre 10 pont kaphats. A
valaszokat irjuk a kérdéshez tartozo iires dobozba, vagy kilon lapon a feladatlap beosztdasdnak megfeleld helyre,
jol lathatoan elkilonitve az egyes feladatokat! Kidolgozdsi idd 60 perc. Segédeszkdz nem haszndlhatd!

1. Mindegyik allitasrol dllapitsuk meg, hogy igaz vagy hamis (I|H)!

a) Minden altérnek van direkt kiegészit§je.

(6 pont)

I

b) Egy euklideszi tér nemnulla vektora tetszéleges nemnulla vektorba &tviheté hipersikra vald tikrozéssel.

c¢) Ha a C valés matrix teljes sorrangti, akkor C7C pozitiv definit.

d) Minden valés métrix ortogondlisan hasonlé egy haromszogmétrixhoz

e) Minden nemiires graf szomszédsdgi métrixa indefinit.

=I[=]=]

f) Egy A € C™*™ métrixra 7(A*) — 7(A**1) nem lehet nagyobb a Jordan-alakjaban a 0-hoz tartozé Jordan-

blokkok szamanal.

2. Mondjuk ki azokat a vektortér-axiémakat, amelyekben
szerepel skaldr is, és vektorok dsszeadésa is. (2 pont)

3. A kovetkezOk koziil melyek invariansak a hasonlosagra?
(A) nyom (B) féminorok (C) rang (D) oszloptér
(2 pont)

12 1/2 . . .
4. Ha A=2- + 1. P, spektralfelbontas, akkor mi

s 1/
a Py és az A matrix? (2 pont)

5. Ha @ szemiortogondlis matrix, akkor mik a @ szingularis
értékei és mi a pszeudoinverze? (2 pont)

6. Mik lehetnek a sajatértékei egy olyan matrixnak, amely
egyszerre unitér és ferdén onadjungélt? (2 pont)

7. Legyen p(x,y) = xT Ay valés bilinedris fiiggvény, ahol A =

0 1 . Adjunk meg olyan v vektort, amelyre p(eq,v) = 2.

2 -1
(2 pont)
1 1 -1
8. Legyen A = |0 1 1|. Az {e1,es,e3} hany részhal-
00 O

maza general A-invarians alteret?

H

Au+v)=Au+ v
A+ p)v=Av+puv

A, C

Py = [_zz _1/2} és A= [

1/2

3/2
1/2

/)

Minden szing. értéke 1.
Q@ pszeudoinverze Q*

Példdul v = 2eq

4 részhalmaz ((Z), {el}, {el,eg}, {61,82783})




9. Definidljuk egy f: V — W linedris leképezés magterét és képterét! (2 pont)

Magtér: Ker f ={veV | f(v)=0} <V
Képtér: Im f = {f(v) |veV}<W

10. Mit jelent az, hogy egy f figgvény értelmezve van az A matrix spektrumén, és hogyan definidljuk ilyen
fiiggvényre az f(A) métrixot? (8 pont)

Legyen ma(z) = (x — A1) -+ (z — \)’ az A minimélpolinomja, ahol A1, ..., A, kiilénbézék.

f értelmezve van az A spektruman, ha 3 fO(\) (i=1,...,7, j=0,...,b; —1)
f(A) = p(A), ha p(x) olyan polinom, amelyre fO)(\;) =pW(\;) (i=1,...,r, j=0,...,b; —1)

11. Mondjuk ki a komplex euklideszi térben érvényes haromszogegyenlStlenséget, az egyenloség feltételével
egylitt! (3 pont)

lu+v| <[ul+|v|
= <& u és v valamelyike a masik nemnegativ valos skalarszorosa.

12. Mondjuk ki a Cayley-Hamilton-tételt! (2 pont)

TetszoOleges test f6lotti négyzetes matrixot annulldlja a karakterisztikus polinomja.

A kovetkez6 két feladatot kiilon lapon oldjuk meg!

13. Mondjuk ki és bizonyitsuk be a minimdlpolinom gyokeir6l sz6l6 tételt! (8 pont)

Tétel: Egy A matrix minden sajatértéke gyoke a minimalpolinomjdnak.
Biz.: Legyen v # 0 a A sajatértékhez tartoz6 sajatvektor: Av = Av.
= Afv = )\v = 0= Ov =m(A)v =m(A\)v, és v # 0, igy m(\) = 0.

14. A QR-felbontds egyértelmiiségének vazlatos bizonyitasa:

A=QR=Q'R
= Q _ Q/RIR_l
S:=RR', Q=Q'S
I = QTQ — ST(Q/)TQ/S — STS
= ST = §—1 als6 és felss A is
S diagonalis,
és igy S szimm. = [ = ST S = §?

a) Mik a feltételek a QR-felbontas @ és R métrixara? (2 pont)

} = S=] = R=R = Q=@

@ szemiortogonalis, R négyzetes fels6 haromszogmatrix, amelynek a diagonalis elemei pozitivak.

b) Hol és hogyan hasznéljuk a bizonyitdsban az R diagonélis elemeire vonatkozé feltételt? (8 pont)

A “= S = I” kovetkeztetéshez kellett.
R diag. elemei pozitivak = R™!, és igy S diag. elemei is pozitivak. Igy ha S = diag(dy,...,d,), akkor
I=5%=diag(d?,...,d2) =Vd?=1=Vd,==+1,ded; >0=Vd; = 1.

¢) Adjunk az % E _ﬂ : [(1) g} QR-felbontdsi matrixra egy masik felbontast, ahol a b) részben emlitett

feltételt nem koveteljiik meg, de a tobbit igen. (2 pont)
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