NEV NEPTUNKOD
Bevezetés az algebraba 2 2. vizsga — elmélet 2020-06-04

A tesztkérdésekre 20, a definicidk, tételek preciz megfogalmazdsdra 10, a bizonyitdsos részre 10 pont kaphats. A
valaszokat irjuk a kérdéshez tartozo iires dobozba, vagy kilon lapon a feladatlap beosztdasdnak megfeleld helyre,
jol lathatoan elkilonitve az egyes feladatokat! Kidolgozdsi idd 60 perc. Segédeszkdz nem haszndlhatd!

1. Mindegyik allitasrol dllapitsuk meg, hogy igaz vagy hamis (I|H)! (6 pont)
a) Minden generatorrendszer tartalmaz bazist.

b) Minden f:V — V linedris transzforméciora igaz, hogy V' = Ker f & Im f.

d) Ha egy komplex matrix minden sajatértéke 1 abszolut értékil, akkor a matrix unitér.

c) Ha egy A € C™*™ métrix négyzete diagonalizalhat6, akkor A is diagonalizélhatd. D
e) Ha a C valés méatrix teljes oszloprangt, akkor CT'C pozitiv definit. D

f) Egy A € R™*™ métrix barmely invaridns alterének a meréleges kiegészit&je is A-invaridns.

2. Mondjuk ki azokat a vektortér-axiémakat, amelyekben
testmiivelet (skaldrok kozotti miivelet) is szerepel!

3. Hanyféle kiilonb6z6 koordinatavektora lehet a v = by +
2bs + bs vektornak azokban a béazisokban, amelyek a
b1, bo, bs elemekbdl allnak, de a sorrendet barhogy megva-
laszthatjuk. Irjuk is fel a lehetséges koordindtavektorokat!

4. Adjunk meg két ekvivalens feltételt arra, hogy egy P négy-
zetes matrix valamely vetités métrixa legyen!

5. Mi lehet a minimdlpolinomja annak a nem diagonalizal-
haté métrixnak, amelynek karakterisztikus polinomja k(x) =
(x —1)222?

6. Adjunk fels6 becslést a CSB-egyenlétlenség segitségével az
la — 2b + 2¢| értékre, ha a,b,c € R, és a® + b* + c? = 4.

7. Mit jelent az, hogy egy f(u,v) komplex bilinedris fiiggvény
hermitikus?

8. Mi a Jordan-alakja és minimalpolinomja az A métrixnak,
ha R5—nek bézisa B = {bl, bg, 12)37 b4, b5}7 és
A-1 A-T
00— by — by R
02 by 2 by,
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9. Mit jelent az, hogy a V vektortér a W; (i € I) altereinek direkt Gsszege? (2 pont)

10. Definidljuk az altaldanositott sajitalteret! (2 pont)

11. Mondjuk ki a komplex normalis matrixokra vonatkozé spektraltételt matrixos alakban! Mit jelent ez a
feltétel a sajatvektorokra nézve? (8 pont)

12. Mondjuk ki a métrix hatvinyainak konvergencidjirdl szolo tételt! (8 pont)

A kovetkez6 két feladatot kiilon lapon oldjuk meg!

13. Bizonyitsuk be, hogy 6nadjungélt matrix minden sajatértéke valés, mig unitéré 1 abszolut értékil! (4 pont)

14. a) Ellendrizziik a Cayley—Hamilton-tétel 4llitdsat az aldbbi A matrixral

010

A=10 0 2

0 0 1
(2 pont)
b) A Cayley-Hamilton tétel bizony{tdsédnak az elején felirjuk az A—xI matrixot matrixegyiitthatds polinomként
(Id. lent). Tegyiik meg ezt konkréten a fenti A méatrixral (4 pont)

Az A karakterisztikus polinomja det(A — zI) = ka(z) = (=1)"2" + c,_12" L+ ... + 12 + co.
Tudjuk: (A —al)adj(A —xl) = det(A — zI)I = ka(x)I.
A — xI barmely eleméhez tartozé eléjeles aldeterminans x egy legféljebb n — 1-edfokt polinomja, igy 1éteznek

olyan konstans elemil Ag, Ay,..., A,_1 méatrixok, hogy

adj(A —al) =a" YA, + ...+ 2A; + Ao.



