Bevezetés az algebraba 2
Vektorterek és linearis leképezések
Wettl Ferenc disinak felhasznalasaval



Az absztrakt vektortér fogalma



D Vektortér

Legyen K test.
V vektortér K folott (jele V = Vi), ha

, . ut+velV VuveV-re,
értlemezve van rajta:
Av eV VA e K, v e V-re,
és teljesiilnek
(Al) u+v=v+u (S1) Mu+v) =Au+ Av
(A2) (u+v)+w=u+(v+w) (S2) (A4 pu)v=2Av+ uv
(A3) 30:v+0=v W (S3) (Ap)v = A(uv)

(A4) YW I(—v): v+(—v)=0 (S4) 1-u=u
ahol u,v,w e V, \,u € K.

V elemei vektorok, K elemei skalarok.
Az (A1)—(A4), (S1)—(S4) allitasok a vektortér axiomai.

Mj (Al1)—(A4) = (V,+) Abel-csoport.
Mj Belathatd, hogy (A1) kévetkezik a tobbi hét axiémabdl.



>

Egy vektortérben 0 egyértelmii, és —v egyértelmii minden v-re.
Tovabba Ov = 0 és (—1)v = —v minden v € V-re.

Tfh 0 és 0’ is kielégiti az (A3) axiémat. Ekkor
0P o001 0®0.

Ha v/ és v” is megfelel —v-nek, akkor

(A3) /+0( ) /+( +V”) (’4:2) (V/+V)+V” (/2) (v+vl)+v1/ (ﬁ)
0+v' (Al) //+0(A3) "
0v-(0+0)v-0v+0v |gy0( )0v+( Ov) =

2 ov + (v + (—ov)) @ ov 10

(2

(Ov + Ov) + (—Ov) g

v+ (—1)v ) v+ (—1)v 1+(-1)v=0v=0,igya—v
egyértelmiisége miatt (—1)v = —v.



Példak vektorterekre:

Kn Kmxn

K[x], K[x,y], ...polinomgyiriik

Klx]<n = {f(x) € K[x] | degf < n}

Kl[x]] = { § anx" | a; € K Vi} formalis hatvanysorok (ésszeadas,
skalarral va’;goszorzés komponensenként)

C(R): folytonos valés figgvények

Rg: az R-ben érvényes testaxiomakbol kovetkezik, hogy R vektortér
Q folott. Altaldban is: ha K < L testek, akkor L vektortér K folott.

X halmaz = P(X) hatvanyhalmaz vektortér Z; folétt a szimmetrikus
differencidval (A) mint 6sszeadassal, ésa 0-A=0és1-A=A

skalarral val6é szorzassal.



Altér, generatorrendszer, bazis

U CV altere V-nek, hald # 0, és U zart a miiveletekre nézve, azaz
uveld, e K=u+v, luell. (=0cl) Jele: U < V.
Klxl<n < K[x],
Qo < Rg,
{a +bV2 | abc Q} < Rg, s6t résztest is
{a\@ | a€ Q} < Rg, de nem résztest.
n
Linedris kombinacié: > \iv; (A € K, v; € V)
i=1
S C V halmaz lineérisan fiiggetlen (ftln), ha

k
WY1, ...,V € S kilonbozo vektorokra: >° \iv;i =0 = \; =0 Vi.
i=1

Lineérisan 6sszefliggd (6f), ha nem ftin.

S ftin < V véges részhalmaza ftin



D S CV generatorrendszer (genrsz), ha V minden eleme el83ll S véges
sok elemének lin. komb.-jaként.
S C V bazis, ha ftin és genrsz.

SCV-respan(S)= [ W ={S elemeinek lin. komb.-i} U {0}
SCWLV
az S altal kifeszitett (generalt) altér.

Mj Véges bazist tobbnyire egy rogzitett rendezéssel (indexeléssel) adunk
meg, hogy a koordinatazas egyértelmii legyen.
D B={bi,...,b,} CV bazisra v € V koordinatavektora

X1 n
Vis=|:]|, hav=> xb;
i=1
Xn
(Ez egyértelmii, ha B bazis.)
Mj A genrsz-rél, ftin halmazrél, bazisrdl szélé6 kovetkezd két tétel

ugyanugy bizonyithatd az altalanos esetben, ahogy K”-ben
bizonyitottuk.



T Generatorrendszerek és fiiggetlen halmazok tulajdonsagai
SCTCV.

(1) S genrsz = T is genrsz.

(2) S genrsz, v € span(S \ {v}) = S\ {v} is genrsz.
(3) T ftln = S is ftin.

(4)

4) T ftin, v ¢ span(T) = T U {v} is ftIn.

T Bazis jellemzése
S C Vk-ra ekvivalens:

(i) S ftin és genrsz (azaz S bazis)

S maximalis ftiIn V-ben

(iii

)
(i) S minimalis genrsz V-ben
)
(iv) ¥V minden eleme egyértelmiien felirhaté S-beliek lin.

komb.-jaként.



P1 K|x]-nek nincs véges bazisa, ui. ha S = {fi(x),..., fm(x)}-re
n = max deg fi(x) = span(S) < K[x]<n # K|x].

Viszont {1,x,x?,...} bazisa K[x]-nek (ez a standard bézisa):

genrsz, mert tetsz. f(x) =apx"+...+a;x+a az 1,x,...
polinomok lin. komb.-ja,
k
és ftln, mert > A\ix" =0, n1 <...<ng = X\ =0Vi.
i=1
P2 K|[x, y]-nak bazisat adjak az 1 féegyutthatés "monomok”:

2 2 3 2
17X7Y>X7XY7Y7X7XY7~---

[&.°]
P3 K][[x]]-nek nem genrsz-e {1,x,x?,...}, ui. pl. 3 x" nem all el8
n=0
véges sok x-hatvany lin. komb.-jaként. (Nincs is megszamlalhaté
bazisa.)

F Adjunk meg egy bazist (P(X), 2)z,-ben, ha X véges!



A halmazelméleti kivalasztasi axioma egyik ekvivalens
megfogalmazasa a Zorn-lemma.

A Zorn-lemma specidlis alakja:
(az algebréban tobbnyire ezt hasznaljuk)
X halmaz, H C P(X), amelyre teljesiil, hogy tetszbleges C C H lancra

JC € H. Ekkor H-nak van a tartalmazasra nézve maximalis eleme.
(Lanc: V A,B € C-re AC Bvagy B C A)



T Bazis létezése

Minden vektortérnek van bazisa.

B Legyenek H C P(V) elemei a V vektortér ftin részhalmazai.
‘H-ra teljesiil a Zorn-lemma feltétele:

haC={S;|ie€l} CHlanc, és S = S;, akkor S ftin:
iel
K
ha >~ Ajv; =0 S-ben, V vj-hez 3 S; > v;.
j=1

Ez véges sok elem C-ben = van koztik tartalmazésra legnagyobb
= ditvy,...,vg €5;,de S ftlIn = Ay =... = A= 0.
[gy H-ban van maximalis elem, azaz V-ben van maximalis ftln
részhalmaz, és a bazis jellemzései kéziil a (iii) szerint ez bazis.

P Rg-nak is van bazisa (Hamel-bazis), bar itt nem tudunk konkrétan

megadni ilyet.
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T Tétel
1) V ftin részhalmaz kibévithetd bazissa

2) V genrsz lesziikithet6 bazissa

B 1): Tfh S CV ftin. H elemei legyenek a V-nek az S-et tartalmazé
ftln részhalmazai. A Zorn-lemma miatt ezek kdézott van maximalis, és
az V-ben is maximalis ftin.

2): Tth S CV genrsz. H elemei legyenek az S ftIn részhalmazai. A
Zorn-lemma miatt 9 Sp € S max. ftin.

= Vs € S-re s € span(Sp) = S Cspan(Sy) <V =

V = span(S) < span(Sp) = So genrsz is = Sy bazis.
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Linearis leképezések és
transzformaciok



D Linearis leképezés
f: Vk — Wk leképezés linearis leképezés, ha
flu+v) = f(u)+7(v)
f(Av) = Af(v)
Y = W esetén ez linearis transzformacio.

YuvelV, e K-ra

K f lin. lekép. = f(0) =0, ui. f(0)=7(0-0)=0-7(0)=0.

P1 K][x]-en a derivalas lin. transzforméacié (s6t, K[x]<n-en is):
(f(x) + &8(x))" = '(x) + &'(x) és (cf(x))' = cf'(x).

K" — K7

x = Ax

P3 H halmaz, Vk vektortér, VH := {¢ : H — V leképezések}.

Ekkor VH vektortér a (i + ¥)(h) := ¢(h) + (h) és
(A@)(h) :== X - ¢(h) miiveletekkel.
c € H-ra a ¢ — ¢(c) lin. lekép. V"-bél V-be.

P2 A€ K™% hez tartozé matrixleképezés: f :

P4 R? és R3 0-tarté egybevagésagai lin. transzformaciok.
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T Eldirhatésagi tétel
Legyenek Vi, Wk vektorterek, B C Vi bazis, f : B — W tetsz.
leképezés. Ekkor 3! £ :V — W lin. lekép., hogy f |s= f, azaz
f(b) = f(b) Vb € B-re.

B !: v=> xbj-re f(v) =3 x;f(b;) = 3 x;f(b;) lehet csak.
J: Az £(3° xb;) := 3" x;f(b;) képlettel megadott f j6| definidlt, mert
a V elemeinek el6allitasa B-beliek linearis kombinaciéjaként
egyértelmii. Az f definici¢jabdl f |g=f v
f linearis: Legyen u,v €V, u=> x;b;, v=7>yb;.
(Feltehetd, hogy ugyanazok a bj-k szerepelnek: ami csak az egyikben
van, azt a masikba 0 egyiitthatéval beirhatjuk.)
Flu+v) = F(Zi(xi +yi)bi) = ;(x + yi)f(b;) =
2ixif(bj) + 32 yif (bi) = f(u) + f(v).
f(Au) = F(Z; Axb;) = 35 Axif (bi) = A(X; xif (b)) = M (u).
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F Bizonyitsuk be, hogy 3f : P(X)z, — Zo linearis leképezés, amely
X V paros elemszami véges részhalmazat 0-ba,
Y V paratlan elemszam( véges részhalmazat 1-be viszi.
D f:V — W lin. leképezésre
Kerf ={veV | f(v) =0} <V az f magtere,
Imf ={f(v) | ve V} <W az f képtere.

er
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F Tekintsiik az f : K[x] — K?, p(x) ~ (p(1),p'(1)) leképezést.
Linearis-e ez a leképezés? Mi a magtere és a képtere?

m Linearis:
f(p(x) +q(x)) = ((p+q)(1), (p+q)' (1)) = (p(1) + q(1), p'(1) +
q'(1)) = (p(1), p'(1)) + (q(1), 4'(1)) = f(p(x)) + f(a(x)), és
f(cp(x)) = (cp(1),(cp)'(1)) = (cp(1), cp'(1)) = c(p(1), P'(1))

cf (p(x))-

p(x) € Kerf <= p(1) =0és p’'(1) =0 <= az 1 legaldbb
kétszeres gydke p-nek <= p(x) = (x — 1)%g(x) valamely
g(x) € K[x] polinomra.

Tehat Ker f = {(x — 1)?g(x) | g(x) € K[x]}.

Im f a teljes K2, ui. tetsz. (a, b) € K%-re és p(x) = a+ b(x — 1)-re

f(p(x)) = (a, b).

15



>

Tetsz. f:V — W leképezésre
f injektiv, ha f(u) = f(v) = u=v.
f szirjektiv, haVw e W v e V: f(v) = w.
f bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv.
Legyen f : V — W lineéris leképezés.

1) f sziirjektiv <= Imf =W.

2) f injektiv <= Kerf =0. (Jelolés: 0:={0})
1) v 2):=:f(v)=0=f(0)=v=0.

<: flu)=~f(v)=0=Ff(u)— f(v)=f(u—v) =
u—veKerf=0=u=v.

Egy A € K™*" matrixra mikor inj., ill. sziirj. az x — Ax leképezés?

m injektiv <= Ax = 0-nak csak trivi. mo-a van <= A red. 1épcsés

alakjaban minden oszlopban van vezéregyes <= r(A) = n.
sziirjektiv <= minden Ax = b konzisztens <= A red. |épcsés

alakjaban minden sorban van vezéregyes <= r(A) = m.

16



D f:V — W izomorfizmus, ha linearis és bijektiv,
azaz lin.,, Kerf =0 ésImf = W.
VY és W izomorfak, ha 3f : ¥V — W izomorfizmus. Jele: V =)V,
L 1) Injektiv f: ftin — ftin.
2) Sziirjektiv f: genrsz — genrsz.
3) lzomorfizmus: bazis — bazis.

k k
B 1): S fiin, 32 \if(s:) = 0:>f<2)\s,>:0:> S Ais; € Ker f =0

i=1

:>Z)\s,—0 de S ftiIn = \; =0 Vi.
=1
2): Sgenrsz weWtetszoIeges f szirj. = Jv e V: w = f(v).

v felirhaté S-bdl; v = Z AiSi =
i=1

w="f i Aisi | = i )\,-f(s,-) S span(f(S)).
i=1 i=1
1)+2) = 3).

17



A Lin. lekép. inverze
0) Lin. leképezések kompozicidja linearis. v'
1) Ha ULV & W izomorfizmusok = g o f is izomorfizmus.
2) Ha f : V — W izomorfizmus, akkor f-nek 3 L.wovy

inverze (azaz fof !l =idy :w—rwés flof =idy:visv),

és f~1 is izomorfizmus.

B 1): gof linedris v Injektiv: g(f(u)) =0 = el ¢ fluy=0 = u=
Sziirjektiv: w € W-re Iv: w = g(v), és Ju: f(u) =
mert f és g sziirj. Igy w = (g o f)(u).
2): Legyen B bazis V-ben, ekkor f(B) bazis WW-ben, mert f izo.
Az f(b) — b (b € B) lekép. kiterjesztheté g : W — V lineéris
leképezéssé a kiterjeszthetOségi tétel miatt.
fog és gof identikus leképezésként hat f(B)-n, ill. B-n, igy az

f inj —0

egyértelmiiség miatt f o g = idyy és go f = idy.
g inj., mert f o g inj., és sziirjektiv, mert g o f sziirj.

18



A vektorterek izomorfidja ekvivalenciarelacio.

Reflexiv: idy : V — V izomorfizmus. Szimmetrikus a tétel 2), tranzitiv
a tétel 1) allitdsa miatt.

Tétel

Ha Vk-nak van n elemi bazisa, akkor V = K”.

Legyen B = {b;,...,b,} a V bazisa.
Ekkor a K" — V, x — > x;b; leképezés nyilvan linearis, tovabba
szlirjektiv, mert I3 genrsz, és injektiv, mert B ftin.

Az inverz izomorfizmus a kg : V — K", > x;b; — x koordinatazé
leképezés.

19



T

D

K
B

Bazistétel

Egy végesen generalt vektortér bazisanak elemszama egyértelmi.

Ha van véges genrsz, az lesziikitheto véges bazissa. Legyen a bazisok
minimalis elemszama n, és B = {by,..., b,} bazis.

Az el6z6 tételben lattuk, hogy kz : V — K" izomorfizmus, igy V
tetszéleges m elem(i C bazisara (a feltevés szerint m > n) kg(C) bazis
K"-ben.

De kg injektivitdsa miatt |kg(C)| = m. Viszont K"-ben nincs n-nél
tobb fliggetlen vektor (az ezekb&l mint oszlopokbdl all6 méatrix rangja
<n),igym<n<m= m=n.

V dimenzidja a V tetszbleges bazisdnak elemszama. (Jele:

dimV =dimg V)

Két véges dimenzids vektortér izomorf <= a dimenzidjuk azonos.
= lzomorfizmus bézist bazisba visz.

<: HadimV =dimW = n, akkor V = K" = W.

20



F Melyek izomorfak az alabbi R folotti vektorterek koziil?
a) 2 x 2-es valés felsé6 A-matrixok
b) az x +y — 2z = 0 sik vektorai
C) Cr
d) R[x]<2.
m A dimenzidk: 3,2,2,3, tehat a) = d), b) = ¢).
MOSTANTOL (ha mést nem mondunk) a vektorterek véges
dimenziésak lesznek.
Mj AV = K" izomorfiabol kovetkezik, hogy minden olyan allitas igaz
V-re, amely K"-re igaz, és csak vektortér-miiveleteket hasznal.
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Linearis leképezések matrixai




D Linearis leképezés matrixa
Legyen f : Vk — Wk lin. lekép., B = {by,...,b,} bazis V-ben,
C ={ci1,...,cm} bazis W-ben.
A€ K™" az f matrixa a B, C bazisparra nézve (jele: A = [f|c.p),
ha Alv]g = [f(v)]¢c Vv € V.

Jelentése: a métrixszal valé balszorzas gy hat a
koordinatavektorokon, ahogy f az eredeti vektorokon:

Y f W ahol kg : v — [v]g és
ke : w — [w]c koordinatazéd
ks ke leképezések.
Az A = [f]cep-hez tartozd
Kn

A K™ matrixleképezés: kcofokgl.
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[flecs = [[f(b)lc | - | [f(bn)lc].
Ez a matrix valéban j6: v =) x;b;-re (azaz [v]g = x-re)
[[F(bo)le | - [ [F(ba)le] x = 3= xi[f(b)]e = 3= xi(ke © f)(bj) =
(ke o ) (S xiby) = (ke 0 H)(v) = [F(W)e
Csak ez a matrix j6: Az A = [f]cp i. oszlopa
Ae,- = A[b,]B = [f(b,)]c
Irjuk fel az f : R[x]<1 — R[x]<2, p(x) = p’(x) linearis leképezés
matrixat a kovetkez6 bazisparokban:

a) {1, x}, {1, x, x?}

b) {x+1, 2x + 1}, {1, x,x?}

o) {x+1, 2x+1}, {x®2—x, x+2, x>+ 1}.
Mi a kozos ezekben a matrixokban?

01 1 2 12
a) [0 0 b) [0 0 o |1 2
00 00 -1 -2

23



D Leképezés rangja

Egy f lineéris leképezés rangja r(f) = dimImf.
T Linearis leképezés legegyszeriibb matrixa

Legyen f : V — W egy r rangl lin. leképezés. Ekkor 4 B bazis

I |0
V-ben és C bazis W-ben, hogy [flcen = [ A ]

Legyen {by,...,bs} bazisa Ker f-

\ nek.
. § Ez kiegészithets bf, ..., b) elmek-

kel V bazisava:
B={b},...,by,by,...,by}
Belatjuk, hogy {f(b}),...,f(b})} bazisa Im f-nek.
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Ftin: 0 = S Af(b) = £ (S Ab)) = S Aib} € Ker f =

S Aib; =" pjbj valamely pj-kkel. = X\; = pj = 0 Vi, j, mert B ftln.

Genrsz: Tetsz. v € V-re v= 3 \;jb; + > pjb; vmely A;, pj-kkel.
= f(v) = X Aif(b}) + > 1j0 € span(f(b}), ..., f(b})).
Egészitsiik ki ezt W bazisava: C = {f(b}),...,f(b}),c1,...,c¢}.
I |0

Ekkor [f =
Or[ ]CeB [ 010

],ésfzdimlmf:r.

Dimenziététel
f:V — W linearis leképezésre

dimKerf +dimImf =dimYV

Az el6z6 tétel bizonyitasabdl:
k=dimKerf, / =dimImf, k+¢=dim).

25)



F Tekintsiik az f : R[x]<2> — R[x]<3, p(x) + (x — 1)p’(x? + 1) linearis
leképezést. Mi ennek a magtere és mennyi a rangja? Adjuk meg a
leképezés standard métrixat (azaz a matrixat a standard {1, x, x2},
{1, x,x2,x3} bazisparban).

/10
Milyen bazisparban lesz a matrixa [ alla ] alakd?

B f(p(x)) =0 < p'(x) =0 <= p(x) konstans.
lgy Ker f = span(1), és a dimenziétételbdl r(f) =3 — 1= 2.

10 b=l =
0 1 2

x—x—1 0 0
x2 = (x = 1)2(x2+1) = 2x3 —2x% +2x — 2. i o 2
2

A tétel bizonyitasat kovetve: Ker f bazisa 1, kiegészitése: x, x
= B = {x,x?1}.
C a kiegészit6 rész képe, kiegészitve bazissa:
C={x—-1,2x3-2x2+2x -2, 1, x?}.
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A Kompozicié matrixa
U L Yy £ W = [g o flpes = [glperc - [flees.

B [glpc-[flesluls = [glpc[f(u)lc = [g(f(u))]lp = [(g°f)]ps[u]s
minden u-ra, igy a két matrix egyenld.

Mj Ha V két bazisa B és BB, akkor az attérés Tz, p matrixa (tehat
amelyre [v]g = Tp.p/[v]p) az [id]pp matrix, és
Tely = Toes = [idlgs.

T Attérés masik bazisparra
Legyen V két bazisa B és B/, és P = Tp.p = [[bils | --.].

W két bazisa C és C', és Q = Tecr =|[[cl]e | - -],

tovdbba az f : V — W lin. lekép.-re A= [fleen, A =|[flcrep-
Ekkor A" = Q71AP.

B QAP =T ulflecTep = lidlerclflecslidlpes =
[ld ofo Id]CQ—B’ = [f]C/eB/ — A/.
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-1 0

11
Vegyitk a B = {(1,1,0), (0,1, ~1),(2,0,1)} és €' = {(1,1),(2,1)}
bazispart. [f]C’eB/ =0

1
P Legyen A = [2

A = [flece (mind a két vektortérben E-vel jeldlve a standard bazist).

1 0 2 1 5
Az attérés matrixai P = |1 1 0] és Q= L 11.
0 -1 1

Q1= [_1 2]. [Floes = A = Q~LAP — [ 6 1 8]

1 -1 -3 -1 -3
Ellentrzés:
(1,1,0) — (0,3) =6(1,1) — 3(2,1) v
(0,1,-1) —» (-1,0) = 1(1,1) — 1(2,1) v
(2,0,1) = (2,5) = 8(1,1) — 3(2,1) v

] és f : R3 — R? az x — Ax matrixleképezés.
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>

>

A, B € K™*" ugyanannak a lin. leképezésnek a matrixai valamilyen

v

IP € K™, Q € K™ ™ invertdlhaté matrixok, hogy B = QLAP.

bazisparokban

|: Lattuk.  1): Legyen f : x — Ax matrixleképezés, és P, illetve Q
oszlopai az (j baziselemek.

Ha A egy f lin. lekép. matrixa tetszéleges bazisparban, akkor

r(A) = r(f), és dim N (A) = dim Ker f.

Tudjuk, hogy f matrixa valamely bazisparban B = [ g 8 ] Ennek a
rangja r = r(f). Ehhez van P, Q invertalhaté, hogy A= Q@ 'BP,
azaz B = QAP~1, igy r(A) < r(B) és r(B) < r(A), amibél

r(A) = r(B) = r(f). A magterek dimenzidja kozotti dsszefiiggés
kovetkezik a dimenziétételbdl.
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Mj A lin. leképezések matrixai kozotti osszefliggést is felhasznalhatjuk
arra, hogy egy leképezés legegyszeriibb matrixahoz megfelelé bazispart
talaljunk.

A standard matrixot elemi sormiiveletekkel redukalt [épcsds alakra

. . Y I, 10
hozzuk, majd ezt elemi oszlopmiiveletekkel B = [T‘T] alakra.
Ekkor B = QAP valamely invertdlhaté P, Q-ra, és itt az (j

baziselemek felirdsa a régiekbdl a P oszlopaibdl, illetve a Q1
oszlopaibdl leolvashaté.

F Végezziik ezt el a kordbbi p(x) — (x — 1)p/(x? + 1) leképezésre!

F Lassuk be, hogy egy r rangl, K" — K™ lineéris leképezésnek barmely
r rangi K™*"-beli matrix a matrixa lehet alkalmas bazisparban.

m Legyen valamely B,C bazisparban f métrixa A, és szeretnénk egy
C € K™*"-et is megkapni f matrixaként, ahol r(C) = r. Van olyan
P1, P> és @1, Qo invertdlhaté, hogy QflAPl =B= Q£1CP2 a fenti

B matrixra. Igy C = (@1 Q5 *) Y A(P1P5y 1) is matrixa az f-nek.
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Linearis transzformacidok matrixa




D Linearis transzformacié matrixa
Legyen dimVkx = n. f : V — V lin. transzformacié matrixa V egy B
bazisara nézve [f|; := [f]pp, vagyis az az A € K"*" matrix,

amelyre Alv]s = [f(v)]s WV € V-re.

A lineéris leképezésekre vonatkozé tételek specidlis eseteként kapjuk:
A [fls=[[f(b1)l5 | ... | [f(bn)]s]
T Attérés masik bazisra

V két bazisa B és B/, és P = T, = [[bi]n | ...] az attérés

méatrixa, tovabba A = [f]z, A" = [f]s.
Ekkor A’ = P~1AP.

A A B e K™ ugyanannak a lin. tr.-nak a matrixai valamilyen bazisok
szerint <= 3P € K"*" invertalhat6, hogy B = P~1AP.
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D Matrixok hasonlésaga

-

A, B € K™ matrixok hasonldk (jele: A ~ B), ha 3P € K"™*"
invertalhaté, hogy B = P~1AP.

A P~LAP mitrixot az A matrix P-vel vett konjugéltjanak is hivjuk.

A hasonlésagnal jelolhetjik a konjugalé matrixot: A ~p B.

A hasonlésag ekvivalenciarelacio:

A~y A,

A~p B= B~p-1A,

A~pBés Br~g C= A~pg C.

A€ K™" nyoma: trA = Zn: & (tr: trace).

i=1

Tetszéleges A Be K”X” métrixokra tr AB = tr BA.

B tr(AB) = Z(AB)II = E Z ajjbji = Z Z ajjbji = Z Z bjiaj =

i=1 i=1j=1 j=1i=1 j=1i=1
n

> (BA)j = tr(BA).

j=1
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T Ha A, Be K™" és A~ B, akkor
(1) r(A) =r(B)
(2) dimN(A) =dimN(B)
(3) det A=detB
(4) rA=trB
B (1) kovetkezik a lineéris leképezések és matrixaik rangjanak

)
egyenl6ségébol
(2) kovetkezik az (1)-bdl a dimenzi6tétel miatt.

(3): B=P1AP =

|B| = |P~*AP| =|P71| - |A |'|P|=ﬁ'| |- 1Pl = [Al

(4): B=PIAP = tr B=tr P"LAP £ tr(AP)P~1 = tr A.

(1)—(4) sem biztositja, hogy a matrixok hasonldk legyenek. PI.

A= L:; (1)] B = E ﬂ—re igaz (1)—(4), de minden P-re

P~lAP =P lIP=PlP=|+B.
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F Melyek hasonlék a kovetkezd méatrixok koziil?

bd bal bl b b B

m tr 1 3 0 2 2 3
det 0 2 -2 0 1 2
rang 1 2 2 1 2 2

A= Lo és B = 21 hasonlok?
0 2 0 1

b
p— [3 d] =? hogy P~YAP = B, azaz AP = PB és P inv.-haté

l" b]—[za bl 0 c—d PlLboc—d=1,

2¢ 2d| |2¢ c+d

01
a = 0 esetén invertalhaté is. P = L 1] megfelel.
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Direkt Osszeg és vetités




D Alterek direkt Gsszege
Ui <V (i €l) (dimV és [ is lehet o0)
Alterek Osszege:

S U = {Z u; | u; € U; Vi, csak véges sok tag # 0} <.
iel i€l

Alterek direkt osszege (belsé direkt sszeg):

V=®icUj, haV => U ésVireli N> U; =0.
i€l i

P Az U;N Y U; = 0 feltétel teljesiiléséhez nem elég azt biztositani, hogy
JF#
az alterek paronként legyenek “diszjunktak”, azaz hogy U; NU; =0
minden i # j-re. Pl. R?>-ben harom origdn 4tmend nem parhuzamos
egyenes paronként diszjunkt, de barmelyik benne van a masik kett6

generadtumdaban (azaz R2-ben).
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T A direkt Gsszeg ekvivalensei

Legyen U; <V (i € I). Ekvivalens:

(i) V=icli

(i) Ha B; bazisa U;-nek minden i-re, akkor B = Uj¢; B; bazisa
V-nek. (U: a diszjunkt unié)

(iii) Van olyan B; bazisa minden U;-nek, hogy B = Uj;¢; B; bazisa
V-nek

(iv) Yv € V egyértelmiien felirhaté Y u; alakban

il
(u; € U;, véges sok # 0)

B (/) = (ii): V = span(B), mert minden v felirhaté mint 3" u;, és
u; € span(B;)
B ftIn, mert ha egy linearis kombinacidja 0, és szerepel benne egy
0 #£ Ab € B; = a Bj-beli tagok lin. komb.-ja # 0, és kifejezhets a

t8bbibdl £U4; N " Uj = 0.
=2
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(i) = (iii): v

(iii) = (iv): Felirhaté: v € span(B) = span(UB;), és csoportosithaték
a tagok i szerint.

Egyértelmii: elég, hogy a 0 felirdasa egyértelm.

ui=0= 3> Ajb;j=0=V\; =0= Vu; =0.

(iv) = (i)i Y = ZU, v

U N Zl/lj =0: u; = Z u; esetén az egyértelmii feliras miatt u; = 0.
KUIs'oJ'#cllirekt Osszeg: 7

Ha U, VW vektorterek K folott, akkor az U4 x VW Descartes-szorzat is
vektortér a komponensenkénti miveletekkel:

(u1,wi) + (uz, w2) := (ug + u2, wi + wp) és A(u,w) := (Au, \w), és
ez az U-val izomorf U x {0} és a W-vel izomorf {0} x W alterek
bels6 direkt Osszege.

Ez is altalanosithaté végtelen sok vektortérre, de ott a
Descartes-szorzatnak csak azok az elemei szerepelnek, amelyeknek
csak véges sok komponense nem nulla. Ezt is ®-gel jeloljiik. 37



D HaV=U&W, akkor W direkt kiegészitéje U-nak (és U a WW-nek).

T Direkt kiegészito létezése
YUY IWLY, hogy V=USW.

B V ftin halmaz kiegészithetd bazissd. Ha U/ bazisa B1, akkor V-nek van
B = By U B, bazisa, és W = span(B3,) megfelel a direkt dsszeges tétel
(iii) allitdsa miatt.

\\ R3ZU@W

ﬂ 0-t tartalmazé sik direkt kiegészit6-

: je R3-ben minden 0-n 4tmend, nem

) a sikban fekvé egyenes.
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D Vetités
Legyen V =U S W.
7: VoV, v=ut+w—u(ueld, wel)
az U altérre vald vetités a W altér mentén (vagy W irdnyl vetités
U-ra).

Ez jol definialt, mert az u 4+ w alakban valé feliras egyértelmi.
Linedris: m(v1 + v2) = m((u1 + wq) + (u2 + wp)) =

m((u1 + u2) + (W1 +wz)) = ug +uz = m(v1) + 7(v2),

és (Av) = m(A(u +w)) = 7(Au + Aw) = Au = An(v).
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T V véges dim. vektortér, f : V — V lin. tr. Ekvivalens:

(i) f valamely altérre valé vetités;

/
(i) f valamely bazis szerinti matrixa [ﬂ%} alaka:

1)
(ii) f valamely/barmely métrixara A% = A;
(iv) fof =f.

B (/)= (ii): Ha f aV =U® WV felbontashoz tartozé vetités U-ra, B az

: 110
U, C a W bazisa, akkor a V D = BUC bazisara [f]B:[O 0]'

mert f(b) =bés f(c)=0Vbe B, ceC.

(i) = (iii): Ha B := [f]g a fenti diagonalis métrix, B> = B, és f
tetsz8leges masik bazisban felirt matrixa A = P~1BP alaku, igy

A2 = p~1BPP-1BP = P1B?P = P~1BP = A.

(iii) = (iv): Ha A a B-beli méatrix, akkor [f o f]g = [f]|5 - [f]z = [f]5
= (fof)(b)=f(b)Vbe B-re= fof =f.
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(iv) = (i): LegyenUd =Imf, W = Kerf.

Ekkor Y N W =0, ui. u € Imf-re Iv: u = f(v), és ha emellett
u € Ker f, akkor 0 = f(u) = f(f(v)) = f(v) = u.
V=U+W, ui. veV-re f(v—f(v)) =f(v) — f(f(v)) =
v —f(v) € Kerf és f(v) € Im(f), igy v € Im(f) + Ker(f).
Tehat V =U D IW.

0=

f az U-ra vald vetités YW mentén, ui. ha v =u+ w, akkor u = f(vy)

valamely v; € V-re, és
f(v) = f(f(v1) +w) = f(f(v1))+ f(w) =f(vi)+ 0 =u.

/
Vegyiik észre: Minden matrix l 5 g ] alakra hozhaté linearis

leképezésként (amikor a két oldalon akarhogy valtoztathatjuk a
bazist), de transzformacidként csak a vetitések.

K1 Minden vetitésnek van diagonalis matrixa.

K2 Ha A% = A, akkor van A-hoz hasonlé diagonélis métrix (azaz A

diagonalizalhatd).
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