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Sajatértékek és sajatvektorok



Motivacio:

Hasznos ismerni egy transzforméacié (akar matrixleképezés) diagonalis
matrixat, ha van, mert pl.

jobban megmutatja, hogy hat a transzformacid,

megmutatja a matrixok hasonlésagat,

diagonalis méatrixokkal kdnnyebb szamolni, pl. hatvanyozni.

Mikor diagonalis egy [f]|z matrix?

Ha f(b;) = A;b; minden b; baziselemre valamely \; skalarral, azaz ha
a transzformécié a baziselemeket “lényegében dnmagaba " viszi

(a vektor altal generdlt egyenest 6nmagaba képezi).

Nem minden transzformaciénak létezik diagonalis matrixa, pl. a sik

origd korili 90°-os forgatasanak sincs.



D Linearis transzformacio sajatvektora és sajatértéke
Legyen Vi vektortér, f : YV — V lin. tr.
0 # v € V sajatvektora f-nek, ha f(v) || v, azaz 3\ € K:
f(v) = Av.
Ekkor A a v-hez tartozé sajatérték.

P V=U®W-re a )V iranyl, U-ra vald vetités sajatvektorai:
0z£ucl A = 1-gyel,
0FweW A = 0-val. (0| w)
Mas nincs: hav=u+w, u,w # 0, akkor m(v) = u, és u # \u + \w
semelyik A-ra, mert u, w ftin.

D f:V — Vlin. tr., \ sajatértéke f-nek. Ekkor
Vy=A{veV | f(v)=Av} = {\s.é-i s.vektorok} U {0} <V
az f A\-hoz tartozd sajataltere.

(Ellenérizziik, hogy V), valdban altér!)



P1 Az el6z6 példdban a V =U @ W felbontas szerint az U-ra vald
vetités sajatalterei: Vi =U és Vo = W.
P2 R3-ben egy (origbn atmend) sikra valé tiikrézés sajatalterei:

v

| Vy az S sik

1 Vﬁ = ,
S : 1 = span(n)

ahol n a sik normalvektora
f(v)

P3 R3-ben a z tengely koriili 90°-os forgatas:
Csak a z-vel parhuzamos # 0 vektorok s.vektorok, A = 1 s.é.-kel.
F Mik a sajatértékei és sajatalterei az alabbi transzformacioknak?
a) x +y + z = 0 sikra vald vetités a z tengely irdnyaban
b) K[xl<2 — Klxlz. p(x) = (x — 1)p/(x).
m a): Vi: a sik vektorai, Vo = span(es3). Mas sajatérték nincs.
b) Nyilvan s.vektorok lesznek az x — 1 hatvanyainak (nemnulla)
skaldrszorosai: ¢ a A = 0-hoz, c(x — 1) a A = 1-hez, c(x — 1)? a
A = 2-hoz tartozik. Van-e mas? Visszatériink ra.



T Legyenek A1,..., A\ kiillonb6zd sajatértékei az f : V — V lin.

transzformaciénak. Ekkor
Vit ootV =V\D...0V,,
B Azt kell belatni, hogy Vi-re V), N >_ V), = 0. Tfh ez nem igaz.

J#i
Legyen t minimalis, amelyre 3/ és ji, ..., j; kilonbozok, hogy

t
E]Vi = Zvjs7 (*) ahol 0 # Vi € V/\,‘? 0 3& Vjs < V/\js' l,gy
s=1

AiVi = Aivj, + .o+ Ay, Ai - ()
AiVi = Ay + o+ AV, f(

lgy 0 # (\i — \jy)vj, € V), + ...+ V), ellentmondva t
minimalitasanak. ¢



T Legyenek A1,..., Ak az f lin. tr. kilonboz6 sajatértékei. Ekkor
k

Z dimV,, <dimV, és
it:tl: van <= f matrixa valamely bazisban diagonalis.
B Az el6zd tétel szerint © Vy, = > V), < V, masrészt
dim@ V), = > dimV),, a direkt ésszeg bazisos jellemzésébdl, igy
_Ek: dimV,, <dimV.
I::>1 Ha = van = @ V), = V. Legyen B; a V), egy bazisa Vi-re, és

B = U B; (a sorrendet is tartva).
Ekkor [f]p = diag(A1, ..., A1, A2y ..oy A2, ooy Ay ooy Ak ) diagonalis.

<: Ha f valamely bazisban diagonélis: diag(di,...,d,) =
f(b;) = d;b; Vi, igy minden d; sajatérték.
Ha A1,..., Ak az f &sszes kiilonboz6 s.értéke, és a dj-k kozott n;

darab egyenl6 \j-vel, akkor
dimV =3 n; <> dimV), <dimV, tehat > dimV,, = dim V.



T ®

Haf: VY —V,dim)V = n, és f-nek n darab kiilonb6z6 s.értéke van =
f-nek van diag. matrixa.

V X s.értékre dimVy > 1, igy > dim V), > n, masrészt < n, tehdt = n.
Az f : K[x]<2 = K[x]<2, p(x) — (x — 1)p/(x) transzforméaci6nal
lattuk, hogy 0,1, 2 sajatértékek.

Mivel dim V) > 1 minden A sajatértékre, a > dimV,, <dimV
Osszefliggés miatt nem lehet tobb s.érték, és mindegyik sajataltér

csupan 1-dimenziés, tehat a felsoroltakon kiviil nincs mas sajatvektor.
0 0 O

AB={1, x—1, (x—1)?} bazisban [f][z= |0 1 0].
0 0 2
Matrix sajatvektora és sajatértéke
A € K™ sajatértékei és sajatvektorai a v — Av matrixleképezés
sajatértékei és sajatvektorai, azaz
0 # v € K" sajatvektor A\ € K sajatértékkel, ha Av = Av.

Lassuk be, hogy 0 sajatértéke A-nak < |A| =0.



Hogyan talaljuk meg egy matrix sajatvektorait és sajatértékeit?
A sajatérték <— Jv#0: Av=)v
<~ Jv#0: (A—M)v=0 (homogén lin. er.)
<~ r(A=A)<n
— |A-X|=0

D Karakterisztikus polinom
ka(x) = |A — xI| polinom az A métrix karakterisztikus polinomja.

daip — X dai2 °00 din
azi ap — X
|A—xl| =
an1 ann — X

V kifejtési tag < n-edfokil polinom, de csak a féatlobeli elemek
szorzata n-edfok, a tobbi kisebb. Tehat deg ka(x) = n, és a f6tagja

(—=1)"x".



D

> @

A sajatértékei pontosan a ka(x) polinom gyokei K-ban.

A sajatértékhez tartozé sajataltér V(A — ).

Ld. az el6z6 oldal tetején.

Ha f : Vk — Vk valamelyik métrixa [f]g = A, akkor f sajatértékei az
A matrix K-beli sajatértékei, és az f sajataltereit a kg koordinatazé
leképezés izomorfan képezi A sajataltereire.

f(v)=Xv <= [f(v)]g=A(v)]s <= Al|vlz = A[v]g <=
Akp(v) = Akp(v), és v # 0 <= kg(v) # 0.

A K[x]<2 tér p(x) — (x — 1)p’(x) transzformaci6 sajatértékeit és
sajatvektorait megkereshetjiik az {1, x, x?}-ben felirt

0 -1 0
A= 1|0 1 —2| matrixdnak segitségével is.
0 0 2
—x -1 0
ka(x)=10 1—-x =2 |=—x(x—-1)(x—-2).



—2| ~>

0

2-re:

-1 2| ~ |0 1

0

A

10



F Hatarozzuk meg az aldbbi A matrix sajatértékeit és a sajatalterek

egy-egy bazisat!

3 61
A=11 8 1
1 6 3
3—x 6 1
JA—xlj=| 1 8-x 1 |=—(x—2)?(x—10). Sajatalterek?
1 6 3—x
1 6 1 1 6 1 0 =1
A-2l=1]1 6 1|~ |0 0 0| =v=s| 1|+t]| O
1 6 1 0 0O 0 1
=/ 6 1 1 0 -1 1
A—10/= 1 -2 1|~ |10 1 1| =v=t]|1
1 6 —7 0 0 0 1
V, bazisa {(—6,1,0),(—1,0,1)}, V1o bazisa {(1,1,1)}.
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Diagonalizalhatésag



D Ae K™ diagonalizdlhaté K f6l6tt, ha A hasonlé egy diagonélis
matrixhoz, azaz ha 3P € K"™*" invertalhaté matrix, hogy P~1AP

diagonalis.
9 P oo o e 74 . 0 _1
P R<“-en az origd koriili 90°-os forgatas matrixa A = 1 0 nem

diagonalizalhaté R fol6tt (nincs is valds sajatértéke, ui.
ka(x) = x2 + 1-nek nincs valés gydke), de C folétt igen.
Ha komplex méatrixnak tekintjiik:

Sajatértékei £/, és a sajatvektorok:

e s B A I e )
o i R R R
P = L’ _{]—re P1AP = L; _ﬂ
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D

Egy A € K™ matrix \ sajatértékének
algebrai multiplicitasa a karakt. poli.-ban a A gyok multiplicitésa,
geometriai multiplicitdsa a A-hoz tartozé V) sajataltér dimenzidja.
Matrixok tovabbi invaridnsai
Legyen A, B € K"™" A~ B. Ekkor A-ra és B-re megegyeznek:
1) karakterisztikus polinom
2) sajatértékek halmaza (spektrum)
3) sajatértékek algebrai multiplicitasa
4) sajatértékek geometriai multiplicitasa
1): B=P1AP =
kg(x) = |B —xl| = |P~YAP — xI| = |P7*AP — P~1xIP| =
|P7HA = x)P| = - |A—xl| - [P| = |A— x| = ka(x).
2), 3) az 1)-bdl
4): B— M = P7Y(A— AI)P nulltere N(A — \l)-nek a P~ 1.
izomorfizmusnal vett képe, igy ugyanannyi dimenzidsak.

Ezek az invariansok értelmezve vannak lin. tr.-ra is. 13



A Legyen ka(x) = (—1)"x" 4+ cp_1x" 1 + ... 4+ c1x + co. Ekkor

Es ha ka(x)
DtrA=(-1)""1c, 1 5 p I)trA=3Y )\
2) det A= ¢ (1) ,-131()( =) 2') det A=TI\
alakban irhatd, akkor
dip — X a1 0060 din
azi an — X
1) , . -ban x"~1 eh-ja = 7
dnl 0 dnn — X
Csak abban a k|feJteS| tagban szerepelhet x"~*, ahol > n — 1 sorbdl a

diag. elemet valasztottuk, igy mindegyikbdl azt, tehat x"~! eh-ja
ka(x)-ben ugyanaz, mint (a11 — x) - - - (apn — x)-ben, ami
1= (=1)""Yaw + ...+ am) = (=1)"Ltr A. Tehat
trA= ( )" 1Cn_1.
2) ka(x)-be x = 0-t helyettesitve: ¢y = |A—0/| = |A|.
1'), 2') kovetkezik a Viete-formulakbdl.
14



azaz legfoljebb annyi fliggetlen sajatvektor lehet A-hoz, ahanyszoros
gyoke a X a kar. pol.-nak.

f: V=V, \s.é geom. multiplicitdsa k.

Legyen B’ = {by,...,bx} a V) sajataltér bazisa, és egészitsiik ki ezt
V bézisava: B = {by,...,bx,bxy1,...,by}. Ekkor

A= [fls = [%%} =

B (A =x)! ‘ *
ka(x) = det l ‘ W

tehat (A — x)¥ | ka(x) = X algebrai multiplicitdsa legalabb k.

] = (A — x)KA — x|,

15



T Diagonalizalhatéosag feltétele multiplicitasokkal

Legyen f : Vk — Vg lineéris transzformacio.
1) akar. pol. linearis faktorokra

bonthaté K[x]-ben
2) Vs.é alg. és geom.
multiplicitdsa megegyezik.

f-nek van diag. matrixa <

B Legyenek A1,..., \x az f kiilonb6z6 s.é.-ei., dimV = n, és
dimV,, = n; a A\j geom. multiplicitasa.
= f-nek van diag. matrixa = > n; = n.
Ha B a V), bazisainak az uniéja, akkor A := [f]p = diag(A1/, ..., \k/)
= ka(x) = II(Ai —x)™.

Tehat ka[x] lineéris faktorokra bomlik, és \; alg. multiplicitasa is n;.

16



<: Legyen A az f matrixa valamely bazisban.

k
Ekkor 1) miatt ka(x) = (—1)" [T (x — A\)%. Itt 3" ki = n.
1

Masrészt a 2) miatt Y ki =Y. ;, tehat > n; = n = f-nek 3 diag.
matrixa.

Mj Az el6z6 tétel egylttal a matrixok diagonalizalhatésaganak a

feltételét is megadja.

Mj A 2) feltételhez elég azt ellendrizni, hogy ka(x) tobbszords gyokeihez

P

van annyi ftin sajatvektor, amennyi a gyok multiplicitasa.
Diagonalizalhatdk-e a kovetkez6 matrixok R, illetve C folott? Ha
igen, mi a diagonalis alak? Valamelyik diagonalizdlhatéhoz adjuk meg
a konjugélé matrixot is!

-1 -1 -1 Lo 00 0 2 3 -3
A=| 1 1 1,B:l ],Clel,l\/I:323
3 1 3 01 0 3 3 —4

17



m ka(x) = —x(x — 1)(x — 2) = 1) teljestl R folott is, tovabba mivel

minden gyok egyszeres, a 2) is teljesiil, 0 0 0

lgy A diagonalizalhaté, és a diagonalis alak [0 1 0].
0 0 2
kg(x) = (x — 1) = X = 1 az egyetlen sajatérték.

A-1-1= B 8] rangjal =dmV; =2-1=1<2

= B nem diagonalizilhaté (C foloétt sem).

ke(x) = —x(x? +1) = —x(x — )(x +i). =

R folott nem diagonalizalhaté, de C folott igen, mert minden
sajatérték egyszeres. Tehat C ~ diag(0, i, —i) C3*3-ban.

3 3 -3
Feltlinhet, hogy M 4+ 1= |3 3 —3| rangja 1, tehat —1 legaldbb
g 8§ =8

kétszeres gydke kp(x)-nek, és tr M = 0 miatt a harmadik gyok 2.

Mivel —1 geom. multiplicitdsa megegyezik az alg. mutliplicitasaval,

M diagonalizalhaté R folott.

18



Keressiik meg M-hez a konjugalé matrixot!

A = —1-hez sajataltér:

3 3 -3 1 1 -1 -1 1
M+1=13 3 -3~ [0 0 0] =v=s 1| +¢t10
g & =3 0 0 0 0 1
A = 2-hoz:
0 3 -3 1 0 -1 1
30 -3[~1|01 -1 =v=t]1
3 3 -6 00 O 1
2 0 0 1 -1 1

Tehdt PP IMP =10 -1 0|,aholP=1|1 1 0].
0 0 -1 1 01

19



Ha A, B € K™ diagonalizalhaté méatrixok, akkor

A~ B <— kA(X) = kB(X).
=: v <« Mivel diagonalizdlhaték, K" mindkét matrixra a
sajatalterek direkt 6sszege. Tovabba az algebrai multiplicitasok
megegyeznek a geometriaiakkal, tehat a sajatalterek azonos
dimenziésak. Ha mindkettonél ugyanabban a sorrendben rakjuk dssze
a sajatalterekbdl a K™ A, illetve B bazisat, akkor a P, illetve @
4ttérési matrixszal P~1AP = Q71BQ, azaz B = (PQ1)TA(PQ7Y).
0

2
Adjunk is meg atkonjugalé matrixot.

Lassuk be, hogy az A = E ] és B = B ﬂ matrixok hasonldk.

ka(x) = kg(x) = (x — 1)(x — 2), minden gyok egyszeres, tehat
diagonalizalhaték. P~1AP = Q@ 1BQ = diag(1,2), ha
-1 0 | PSS [ 1
P—ll 1],(?—[1 0].IgyT—PQ —[1 3] mal
~T
20



A diagonalizalas alkalmazasai




Matrix hatvanyozasa

A1 O
Tfth P71AP =D = diagonalis.
0 .
Ekkor A= PDP~! = Ak = pDP~1pPDP~1... PDP~1 = PDkpP~1 =
M
Pl .. P
0

n

1
F Szamitsuk ki az A = [O 21 matrix n-edik hatvanyat!
m ka(x) = (x — 1)(x — 2), sajatértékek 1,2, sajatalterek

Vi = span((1,0)), V2 = span((—1,1)), D = l(l) g] F= [1 _1}

A"—PD"P—l—l_l 1 o[t 1] J1 1-2n
N o 1l]o 27| |o 1| |o 2 |

21



Sajatfelbontas
Az yT sorvektor az A € K"*" matrix bal oldali sajatvektora, ha nem
nulla, és yT A= Ay valamely \ € K-ra.
Nyilvan:

A bal sajatvektorai = AT sajatvektorai

A bal spektruma = AT spektruma = A spektruma

(kar (x) = |AT = x| = [(A = x0)T| = |A = x| = ka(x).)

Tth P~1AP = D = diag(\1, ..., \,). Ekkor

(1) P oszlopai (legyenek ezek x1,...,x,) az A sajatvektorai
A1, ..., Ap-hez ebben a sorrendben.

(2) P71 sorai (legyenek y/,...,y]) az A bal oldali sajatvektorai
A1, ..., Ap-hez ebben a sorrendben.

(3) A= PDP1 = 3 Ayl
=il

D A (3) pontbeli PDP~1 az A métrix sajatfelbontasa,

ay, /\,-x,-y,T felbontas pedig a sajatfelbontas diadikus alakja.

22



(3) A=PDP~Y =[x1 | ... | x,]

0

i

x| ... | AnXn] =S Aixiy]

y,

23



F irjuk fel a korabbi feladatban diagonalizalt M matrix
sajatfelbontasanak diadikus alakjat!

2 3 -3 2 0 0 1 -1 1
mM=|3 2 3|, D=|0 -1 ofl, P=|1 1 ol
33 4 0 0 -1 1 01
1 1 -1
Pl=1-1 o0 1} A= PDP~1 =
a1 -2 .
2(1| [1 1 —1)+(=1) | 1| [-1 0 ]+ (1) |o|[-1 -1 2]
1 0 1
11 -1 10 -1 1 -1 2
=21 1 -1|+(-1)|-1 0 1{+(-1)| 0 o0 o0f.
11 -1 00 0 1 -1 2

Mj A sajatfelbontas nem egyértelmii, sét, ha vannak tébbszoros
sajatértékek, akkor a diadikus alakja sem.

Mj A diadikus alakbdl is leolvashaték a jobb és bal sajatalterek bazisai.

24



Spektralfelbontas

Tfh A diagonalizalhatd, A1, ..., Ak az Osszes kiilonboz6 sajatértéke,
A1l
Aol . L, A
D)= 0 _ a diag. alakja, és P az attérés matrixa.
Al

Bontsuk fel P-t és P~ 1-et ugyanilyen széles, illetve magas savokra:
Y1

P:[Xl ‘ |Xk] és P71 =
Yk

Ekkor X; oszlopai a V), bazisat, Y; sorai a Aj-hez tartozé bal oldali
sajataltér bazisat adjak, ugyanis benne vannak a megfeleld
sajatalterekben, P és P~ invertalhatésaga miatt ftin-ek, és
dimS(Y;) = \; alg. multiplicitdsa = dim O(X;) miatt generéljak is a
megfelelé sajatalteret.

Legyen P; := X;Y;.

25)



T Spektralfelbontas
Ha A diagonalizalhaté, akkor az elébb definialt \;, X;, Y;, Pj-kre

(1) P1+...+Pk:/

Pi, hai=j
@ Pp=3 "
0, hai#j
(3) PiaK"=V,,®...®V),, felbontas szerinti vetités matrixa a V),
sajataltérre, azaz hav =vy +... + vy, v; € VAJ. V j, akkor

Pv = v;.
(4) A=XNP1+ ...+ NP

Y1
B (1) /I=PPL=[X|...|X]]| : |=2XY=xP.
Yk

26



y YiXi | YiXo
- YaX
@) 1=pPlPp=| : [[X|...|X]=| **
Yi VX | . | YeXe
I, hai=j
= YiX; =
0, hai#j
_ XlY;i=XYi=P;, hai=j
oy PiP; = XiYiX;Y; = T
X0Y; =0, ha i # j

K
(3): Legyen v= 73" v;, ahol Vi: v; € V), = O(X;), azaz Ju;:
i=1

vV, = X,‘U,‘.
Ekkor Piv = > Piv; = > PiXju; = >_ X;YiXjuj,

J J J
és itt a j # i indexi tagok 0-k, tehat Piv = X;Y; Xju; = Xju; = v;.

(4): Minden v-re Av = Alv 2 A Piv, de Piv € Vs, a (3) miatt,

tehat ez tovabb >~ A(Pjv) = X" \i(Piv) = (3° A\iPi)v. Tehat
A= AP,

27



D

k
A tételben szereplé A = > \;P; az A diagonalizalhaté matrix
i=1
spektralfelbontasa.

Mj A tétel (3) pontjabdl kovetkezik, hogy a spektrélfelbontas (amikor

F
m

létezik, azaz diagonalizilhat6 esetben) egyértelmdi.
lrjuk fel az el6z6 példa M matrixanak spektrélfelbontasat!

-1 1 1 1 -1 2 0 o
P=1|1 10, P!=|-1 o 1|, D=0 -1 o0f,
-1 -1 2 0 0 -1
! T
M=21|[1 1 -1]+(-1)| 1 0 [_1 ol
1 01 i
11 -1 0 -1 1 2 3 -3
=201 1 -1|+(-1)|-1 0 1|, ahol M= |3 2 -3
11 -1 -1 -1 2 3 3 -4

A sajatfelbontas diadikus alakjabdl, az azonos sajatértékhez tartozd
tagok Osszevonasaval is megkaphatjuk a spektralfelbontast.

28



>

Matrixhatvanyozas spektralfelbontas segitségével

Ha A diagonalizdlhaté, és A = > \;P; a spektralfelbontasa, akkor
= A"P;.

Teljes indukciéval. m = 0-ra és m = 1-re igaz a spektralfelbontasrdl

sz6l6 tétel (1) és (4) allitdsa miatt. Ha (m — 1)-re igaz, akkor

AT = AmMTL1A = (Z A,’-"‘lP,-) <2 Aij> — ZA,’-"‘lP,-A,-P,-. mert
PiP; =0, hai+#j. igy A" = zx"/ﬂ Z/\’”P

Ezt felhasznalva a sajétvektorok klszamltasa nélkiil is megkaphatjuk a
spektralfelbontast. Ha a fenti egyenletet felirjuk

m=0,1,..., k — 1-re (ahol k a kiilonb6z5 sajatértékek szama), akkor
az ismeretlen P; matrixokra kapott lineéris egyenletrendszert
megoldva kifejezhetjitk a P;-ket az A kis hatvanyainak linearis
kombinacidjaként. Ebbdl pedig megkapjuk A tetszdleges hatvanyat is.
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P Szamitsuk ki ilyen médon is a korabbi M matrix spektralfelbontasat,
és n-edik hatvanyat.
m Mivel M sajatértékei 2 és —1, és M diagonalizalhatd, van
M = 2P; + (—1) P, spektrélfelbontasa, és a szereplé P; matrixok
kielégitik a
P+ P /
2P — P, = M

egyenletrendszert. Gauss-eliminaciéval:

1 11 11 I 1 0| {1+ M)
od od lord
2 -1| M 0 3| M-2/ 0 1|3(2—M)
1 1 -1 0 -1 1
gy PL=11 1 1| ésPy=|-1 0 1},és
11 -1 -1 -1 2
M7 = 27Py + (~1)"Py.
Mj A Py, ..., Pc-ra kapott egyenletrendszer mindig egyértelmiien

megoldhat6, mert a matrixa Vandermonde-matrix.



Sajatértékek numerikus kozelitése




D Gersgorin-korok
A € C™" Gersgorin-kérei az aj;; kdzéppontd, ro" sugari G, illetve
. , I . op | - .
az a;; kézéppontd, r*“ sugarti G**°P kérlapok a komplex sikon,

ahol
ri® =3 |ay| (az i. sor nem diag. elemeinek abszolit dsszege),
/ JFi
rSoP = %;‘aj"| (az i. oszlop nem diag. elemeinek absz. &sszege).
JEl

1 1+

P Rajzoljuk fel az A = [ | )
— i

] matrix Gersgorin-koreit!

lz—i| <1

|z—1] < V2




T A€ C™" minden \ sajatértékére

n n
relJer & ael e
i=1 i=1

Ha az n kor koziil k-nak az unidja diszjunkt a tobbitdl, akkor ezek

pontosan k sajatértéket tartalmaznak (alg. multiplicitassal szamolva).
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B Csak az elsd allitast bizonyitjuk, és ebbdl is elég belatni a sorokra
vonatkozé valtozatot, mert a A”-nak ugyanazok a sajatértékei.
Legyen x egy sajatvektor a A sajatértékhez, és x; az x legnagyobb
absz. értékii komponense. Feltehetd, hogy x; = 1 (ha nem, akkor x
helyett Xlix-et vessziik), és igy |xj| <1 V.

X1 AXq
AlLl| =] X]| i sora: ) ajxj+ai-1=\=
) _ JEi
% AXp,
A —ai| = |2 apxi| < X lagl - x| < X |agl = rf".
j#i #i i#i

Az elsé <-nél a C-beli (tkp. R?-beli) |u+ v| < |u| + |v|
haromszog-egyenlStlenséget hasznaltuk.
K Ha A diagonélisan dominans (azaz Vi-re |a;| > Y |a;]), akkor A
JF#i

invertalhatd, mert 0 nincs benne a Gersgorin-kordk unidjaban.
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P1 Diagonalis matrixok Gersgorin-korei egypontuiak.

-1 -1 -1
P2 Rajzoljuk felaz A= | 1 1 1| matrix Gersgorin-koreit, és a
3 1 3
sajatértékeit a komplex sikon.
m
sorokbdl: oszlopokbdl:
lz+1<2 |z+1|<4
lz—1<2 |z—-1]<2
z-3<4 |z-3]<2
F  Rajzoljuk fel a B matrix Gersgorin-koreit! 1 0 1
Mit tudunk meg ennek alapjan a valds B=(1 4 -1
sajatértékekrol? 0 -1 0
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m Sorokbdl: Oszlopokbdl:

D
o/

A tétel szerint a masodik abra jobb oldali korében egyetlen sajatérték
van (A1), a masik kettd unidjaban (azaz kéziliik a nagyobbikban)
ketté. Mivel a korok szimmetrikusak az x tengelyre, és ka(x) € R[x]
gyokeinek a konjugaltjai is gyokok, a kiilonallé gyok csak valds lehet,
és igy benne van a [3,5] intervallumban.

A masik kettd a piros korok unidjaban is benne van, tehat az ottani
két kor unidjaba esik.

Ez a két gyok is sziikségképpen valds, mert det B = —2 < 0 miatt a
sajatértékek szorzata negativ, és A\; > 0, tehat A\p, A3 nem lehetnek
egymas konjugéltjai. Igy Ao, A3 € [-1,2].
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A Ha A, B € K"™" és v sajatvektora A-nak és B-nek is A, ill.
sajatértékekkel, akkor

(1)
()
(3)
(4)

v sajatvektora A+ B-nek és cA-nak A + p, ill. cA sajatértékkel;
v sajatvektora AB-nek Ap sajatértékkel;

ha A invertéalhaté, akkor v sajatvektora A~!-nek % sajatértékkel;
p(x) = cmx™ 4+ ...+ a1x + co € K[x]-re v sajatvektora a

p(A) := cmA™ + ...+ c1A+ col matrixnak p(\) sajatértékkel.

(A+B)v=Av+ Bv=XAv+ puv=(A+ p)v, cAv = cAv.
- (AB)v = A(Bv) = A(uv) = p(Av) = p(Av) = (Ap)v.
S Av =)y, JAT =

v=A1Av) = AAv) = A #£0és A lv = %v.

(2) = v s.vektora A¥-nak Yk > 1-re A\¥ s.értékkel } 1)

v s.vektora [-nek 1 s.értékkel
v a p(A)-nak is sajatvektora p(\) sajatértékkel.
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>

Hatvanymaodszer

Tfth A € R™" diagonalizalhaté C folott, s.értékei A1, ..., \,, ahol
|A1] > |\ teljesil i > 1-re.

Ekkor A1 € R, mert kiildnben \; # )1 is sajatérték lenne (ui.
ka(x) € R[x]), és |A1]| = [\1].

Legyen 0 £ x € R", és definidljuk a kdvetkezd sorozatot:

—  x
X = I

. _ Axp—1 (: Akx)
k [Axi_1] [AFx]

Legyenek vi,...,v, s.-vektorok A1, ..., Ap-hez. vi-et valaszthatjuk

valésnak, mert A és \; valdsak. Feltehetd, hogy |vi| = 1.

Ha x = cyvi + ... + ckVvp, ahol ¢ # 0, akkor a fenti sorozat vi-hez
vagy —vi-hez tart, és (xx) - Axx — A1.
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B x=cvi+...+cwv, =

Akx = cl/\’l‘vl +...+ c,,/\ﬁv,,

1 ak 2 % P

VA X = vy + ()f) vy + ...+ ()T:) ChVp — c1v1, ha k — oo.
1

i _ Akx avi _ a . vi _

lgy x) = A~ Taw] = Ja] " ] = EVL. ahol |e| = 1.

De A és x valés = minden x, valés = limx, € R" = ¢ = £1.

Tovabba Xy — EV1 = Xk(AXk) — (€V1)(€)\1V1) = )\1(6)2’V1’2 = )\1.

P A= ! 2,x: 1—valkezdve:
2 3 0

1 2] [1] a [1] a [5] a [21] 4
: = = = =
2 3] |o] "|2] T |8] |34
X - (Axp) = BRUEI — 3T — 4932055 ...,

és \; =2+ /5 =4,236067 .. ..
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1 0 1
P A kordbban vizsgalt B= |1 4 —1| matrixnak csupan az
0 -1 0
oszlopokhoz tartozé Gersgorin-koreibdl is lathattuk, hogy van
dominans sajatértéke: A3 € [3,5], mig |A1], [A2] < 2.
Tovabba kg(x) = —x3 + 5x? — 3x — 2 irreducibilis Q[x]-ben, mert
harmadfokii, és nincs racionalis gyoke. Igy (f,f’) = 1, tehat
kg(x)-nek nincs tobbszords gyoke (C-ben sem) = B diagonalizalhaté
= alkalmazhaté ra a hatvanymédszer.
xo = (1,0,0)-val inditva x3-bdl \1 =~ 4,23, x4-bdl A\; ~ 4,19.
A kozelében ellenérizve az értékeket, kg(4,16) > 0 és kg(4,17) < 0,
tehat a ketto kozott van a sajatérték.
Mj Mas sajatértéket is approximalhatunk, ha egy hozza kozeli c-re
(B — cl)~! domindns sajatértékét keressiik.
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