Bevezetés az algebraba 2
P — Euklideszi terek
A— Wettl Ferenc diginak felhasznalasaval




Valods euklideszi terek



D Bilinearis fiiggvény
Legyen Vi valds vektortér.
(,):VxV =R, (u,v)— (u,v) bilinearis fliggvény, ha mindkét
valtozéjaban lineéris, azaz
(u1 4+ uz,v) = (u1,v) + (uz,v)
(u,v) = Afu,v)
<U,V1 +V2> <U,V1> + <U,V2>
(u, Av) = A\(u,v), minden u,uy,up,v,vi,vo € V, X € R-re.

D Skalarszorzat

A (, ) bilineéris fiiggvény skalarszorzat, ha

szimmetrikus: (u,v) = (v,u) Vu,v € V és

pozitiv definit: (v,v) > 0 Vv # 0-ra.

((0,0) kovetkezik a bilinearitasbdl.)



P1 A standard skaldrszorzat R"-ben és az altereiben skalarszorzat a fenti
definici6 szerint.

P2 Ac R™"re az (x,y)a := x' Ay bilinedris fv. R"-ben (R" elemeit
oszlopvektorokként irva).
Ez szimmetrikus <= A szimmetrikus, azaz ha A= AT:
(y,x) = yT Ax - (yTAx)T =xTATy.
Ez =x"Ay = (x,y), ha AT = A és forditva,
ha x" ATy = xT Ay minden x, y-ra, akkor
(AT); =e] ATe; = el Ae; = (A); Vi,j = AT = A.
skalarszorzat, ha
A szimmetrikus, és
xTAx >0Vx#0
A = | esetén ez a standard skalarszorzat.

P3 C([a, b])-n skalarszorzat az (f, g) f f(x)g(x) dx.

} A pozitiv definit.



F Mikor lesz az A = la
c

b :
d] matrix pozitiv definit?

m Szimmetrikus < b=c

a b||x| ., 2
[x y} [b d] L/]—ax + 2bxy + dy“.

a > 0, kilénben (ej,e;)a < 0.

ax? + 2bxy + dy® = a(x + gy)2 + L;”Qyz.

ad — b2 > 0, mert kiildnben v = (—2,1)-re (v,v) <O0.

Tehat ha (, )4 pozitiv definit, akkor a > 0 és det A = ad — b* > 0,
és ez nyilvan elégséges feltétel is.



D Valés euklideszi tér

V valés euklideszi tér, ha vektortér R folott, és definidlva van rajta

egy (, ) skalarszorzat.

D V valés eukl. téren értelmezziik:
lv| := \/{v, v) hosszisigot vagy abszolit értéket,
(u,v)

[ul-]v] ~ (p szoget,
0<p<n } v

u L v merdlegességet: (u,v) =0.

cosp =

V1,...,Vk ortogonalis rendszer, ha (v;,v;) =0 Vi # j-re,
ortonormalt rendszer, ha ortogonilis, és |v;| =

azaz (vj,vj) = 0 Vi,J. (Def.: O = {(1)’
W altér merélegese V-ben: '
Wt={veV | (wv)=0YweW} V.

v € V merdleges vetiilete W-re v/, hav =v' + v,

ahol vV € W és v’/ € W

1 Vi-re,

hai=j
ha i #j



D

>

Ha B = {by,...,by} ortogonalis rendszer, és nincs kozte 0, akkor

(1) B ftln,
(2) ab;= ﬁb; vektorok ortonormalt rendszert alkotnak.

k
(1): Z Aibi=0 | (bj, -) tetszbleges j-re
i< bi) = Aflb;2 =0 = A =0, mert b; # 0 = |b;| # 0.
0, haizj
(2): (prbis Bbs) = foey (bis bs) = o
[b;] bj[ =Y [bi [by] IEP_]' hai=j.

n
Ha B = {by,...,b,} ortonormélt bazis V-ben, akkor a v = }" x;b;
i=1
eléallitasban az egyiitthaték: x; = (bj, v).
Ha csak ortogonalis, akkor x; = (<l?,-i,’l:,->> = b’i’|‘;>.

b
(bj, v) = (bj, z xibj) = __Zl><i<bja bi) = xj(bj, bj)

b;v
= Xj = <<b,,b1>> és ez = (bj,v), ha |bj[ =1




D

Legyen V valds eukl. tér, W <V, és {vi,...,vi} ortogonalis bazis
k
W-ben. Ekkor v € V meréleges vetiilete W-re v = > <‘Vv","‘;> v;.
i=1 "
vVewv
<VJ’V/> = Z:l <|VVI,’|2> <V17VI> <|‘IJ’|‘;> <VJ'7VJ'> = <V17 v), igy <VJ7 —Vv)=0
=
minden j-re, tehdt v — v’ € wt.
Tekintsik a vi = (1,0,—1,1), vp = (2,1,2,0), v3 = (—1,-2,2,3)
ortogonalis vektorrendszert R*-ben. Szamitsuk ki a v = (1,1,1,1)

vektor vetiiletét a V = span(v17 Vo, V3) altérre!

V=3 <‘VV"I_"‘;>V,- = i + 3vo + 2vs = 1((3,0,-3,3) + (10,5, 10,0) +
(—-1,-2,2,3)) = 3(12,3,9,6) = (g, 11, %)

A képlet nem mikodik, ha a megadott bazis nem ortogonilis.

Pl. W = span(vy, v2)-re, ahol vi = (1,0,0) és v, = (1,1,0), és a

v =(2,0,1) vektorra (1,0,0) + 3(1,1,0) = (3,1,0) nem a v
merdleges vetiilete, mert (2,0,1) —(3,1,0) = (—1,—1,1) nem
meré&leges (1,0, 0)-ra.




T Gram-Schmidt-ortogonalizacié
Legyen B = {b;,...,b,} bazis a V euklideszi térben.

Ekkor 3 C = {c1,...,c,} ortogondlis bazis, amelyre
span(by,...,bx) =span(cy,...,ck) Vk-ra.
C eloallithaté a kovetkezoé rekurzidval: ¢; = by, és hacy,...,cx_1

megvan, akkor
= <C,‘, bk>

Ci = bk = Z |C,-|2 C;.

i=1

B span(b;) = span(cy). Tfh cy,...,ck_1 kielégiti a feltételeket. Legyen
W :=span(cy,...,cx_1) =span(by,...,bx_1).
b;-k ftin-ek = dimW = k — 1 = c;-k is ftin-ek = nincs koztiik 0.

k—1
A korabbi allitas szerint b, = <c‘é’_'|°2k>c,~ a by merdleges vetiilete
i=1 '©
W-re, igy a tételbeli ¢, = by — b}, € Wt = {c1,..., ¢4} is ortog.,
és span(cl, R of S, IS Ck) = span(bl, s00g bk—la bk — bﬁ() =
span(by, ..., bx_1,by).



Mj

P

1. Az egyes lépésekben az j cy helyett annak tetsz. # 0
skalarszorosat is vehetjiik.

2. Mivel span(by,...,bx) = span(ci,...,ck), a ¢c;-k ftin-ek =
nincs koztilk 0 = ortonormalt bazist is készithetiink beldle.

3. Ha a kiindulé vektorrendszer nem ftin, akkor is végrehajthaté az
algoritmus, csak a kézben keletkezé ¢; = 0 vektorokat kidobjuk
az Uj rendszerbdl.

Alkalmazzuk a Gram—Schmidt-ortogonalizaciét az
{(1,1,0),(2,-1,3),(1,—1,1)} bazisra.

Ci = b1 = (1,1,0)

¢, =(2,-1,3) — 3(1,1,0) = (3, -3, 3) helyett ¢, = (1, -1,2).
cs=(1,-1,1) - 3(1,1,0) — (1, -1,2) = (3, -1, —2) helyett
c3=(1,-1,-1).

Az ij bazis C = {(1,1,0), (1, -1,2), (1,1, —1)}.

Ebbdl ortonormalt: {7(1,1,0) f( 1,2),%(1,—1,—1)}.



F Keressiink ortogonalis bazist R[x]|<3-ban az (f, g) = f_ll f(x)g(x) dx
skalarszorzatra nézve!

m Hogy egyszerisitsilk a szamolast, foglaljuk tablazatba el6szor az
x-hatvanyok skalérszorzatait.

(o) 1] x [ x?]x3 J1 xk =0, ha k pératlan.
1 [2]0] 20 JHldx=2
~ o120 ]2 Py d = (3L = 2
<2 [2lo[Z o0 Jlixtdx = [3x°]L, = 2
x3 |0 % 0 % f_ll x0 dx = [%X7]1,1 = %

Az {1,x,x% x3} bazisra alkalmazva a GS-ortogonalizaciét:
Ci = 1,

c=x—-0-1=x,

2_ 23
2

C3 = X~ — 2

_1
3!
_3_0.1_25,_,3_3
Cy =X 0-1 23X = X X

1=x



T R"-nel val6 izomorfizmus
Ha V n-dimenzids valos euklideszi tér, akkor 3f : YV — R”

izomorfizmus, amely skaldrszorzattartd, azaz (u,v) = f(u) - f(v),
ahol - a standard skalarszorzat.

B V-nek van {ci,...,c,} ortonormélt bazisa a

Gram—Scmidt-ortogonalizacié tétele szerint.
A ke : v [v]¢ koordinatazé izomorfizmusra és [u]c = X, [v]c = y-ra
(u,v) = (32 xici, 32 yi€j) = %Xiyj<civcj> = Ei:xi)/i =x-y=
ke(u) - ke(v).
K Minden olyan R"-re vonatkozé tétel, amely vektormiiveleteket és a

skalarszorzatbdl levezethet6 fogalmakat hasznal, teljesil tetszdleges
véges dimenzids valds euklideszi térre is.
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T Pithagorasz-tétel: V valds euklideszi =
u L vesetén |u+v|® = |u]® + |v|°.
T Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlétlenség: V valds euklideszi =
[{u, v)[ < [ul - |v],

ésitt = all fenn <= u || v.

T Haromszog-egyenlotlenség: V valds euklideszi =
u+ v| < fuf +|v],

és itt = all fenn <= u 11 v azaz, ha u,v nemcsak parhuzamos,
hanem egyiranyd is.

Mj Az els6 kettot bizonyitottuk R"-ben, a harmadik kozvetleniil kijon a
CSB-bél. De mindegyiket be fogjuk bizonyitani altalanosabban:
komplex euklideszi terekben.
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Ortogonalis és szemiortogonalis
matrixok



T Egy A € R™" matrixra ekvivalens:
(i) A oszlopai ortonormalt rendszert alkotnak;
(i) A sorai ortonormalt rendszert alkotnak;
(i) AT =A%
(ahol a skalarszorzat az R"-beli standard x -y = Y x;y;).
B (AB)jj az A i. soranak és B j-edik oszlopanak standard skalarszorzata.
o { (i) & ATA=Iés
(i) & AAT =1
Mivel négyzetes matrixrél van sz6, az ATA = | és az AAT = | feltétel
is ekvivalens azzal, hogy AT = AL

D Ortogonalis és szemiortogonalis matrixok

A € R"™" ortogonalis matrix, ha a fenti tétel barmely feltétele
teljesiil.

A € R™*" szemiortogonalis, ha A oszlopai vagy sorai ortonormélt
rendszert alkotnak (ekvivalens: AT A = /, illetve AAT = /).

13



1 0 1 0 0
P1 |0 1/v2| szemiortogondlis, [0 1/v/2 1/4/2 | ortogonélis.
0 1/V2 0 1/vV2 —-1/Vv2

3 4 ., . - ,
P2 3] sorai és oszlopai is ortogonalisak, de nem ortonormaltak.

Ezt sem hivjuk ortogonélis matrixnak (a név megtévesztd). Viszont ez

, 3/5 4/5 e
skalarszorosa a ortogonalis méatrixnak.
—4/5 3/4
1 23
P3 |-1 -1 1| sorai ortogonélis rendszert alkotnak, de nem
5 4 1

ortonormaltat (az oszlopai nem is ortogonalisak). A sorok
lenormalasaval ortogondlissad teheté a matrix:

1/v/14  2/\/14 3/\/14

-1/v/3 -1/vV3 1/V3

5/V/42 —4/\/42 1/\/42



A Ha A € R™*" szemiortogonalis, akkor kiegészithetd ortogonalis

matrixsza sorok, illetve oszlopok hozzaadasaval.

B Elég: R"-ben (vagy altalanosabban V euklideszi térben) minden
ortonormalt rendszer kiegészithetd ortonormalt bazissa:

Ha {c1,...,ck} ortonorméilt = ftin =
kiegészithetd B = {ci,...,ck,bgs1,...,b,} bazissa.

= GS-tel ebbél a C = {cy,...,Ck,Ck11,.-.,Cpn} Ortonormalt bazist
kapjuk (c1,...,ck nem valtozik az ortogonalizacié soran).

D V valés euklideszi tér.
f:V — V lineéris transzforméacié ortogonalis, ha (f(u), f(v)) = (u,v)
V,u,v € V (azaz f skalarszorzattarto).

15



T Ortogonalis transzformaciok jellemzése

V valés euklideszi tér. £ : )V — V lin. tr.-ra ekvivalens:

(i
(ii

) f tavolsagtartd: |f(u) — F(v)| = |u —v|;
)

(i) f skalarszorzattarté: (f(u), f(v)) = (u,v) (azaz f ortogonalis);
)
)

f hossztarté: |f(u)| = |ul;

(iv
(v

f valamely/barmely ortonormalt bazist ortonormalt bazisba visz;

[f]5 ortogonalis matrix valamely/barmely ortonormélt 1 bazisra.

K Az origét helybenhagyd geometriai egybevagdsagok tavolsagtartd
linearis transzformacidk, igy ortogonalis transzformacidk, tehat
barmely ortonormélt bazisban ortogonalis a matrixuk. Pl. R?-ben a

(2, —1) normalvektord y = 2x egyenesre vald tiikrozés standard

matrixa | — § l = [ " 3], és az {\/5(1,2), \/5(2, 1)}

) 1 5
bizisbeli 1 0 <trivalis ort i
azispell 0 -1 matrixXa IS ortogonalis. 16



B (/)= (if): v=_0-ra.
(i) = (iif): (u+v,u+v) = (u,u) + (v,v) + 2(u,v), azaz
lu+v|? = [u|? + |v|? + 2(u,v) miatt a skaldrszorzat kifejezhetd a
vektorok hosszaval, tehdt ami hossztartd, az skalarszorzattarté is.
(iif) = (i) [f(u) = F(W)]> = [f(u = V)P = (F(u—v),f(u-v)) =
(u—v, u—v) = |u—v
(iii) = (iv): v
(iv) = (v): [f]g oszlopai [f(b;)]s = kp(f(b))), és kg is
skalarszorzattartd, tehat ha b;-k ortonormaltak, [f]z oszlopai is azok.
(v) = (iii): Legyen B ortonormélt bazis, amelyben [f]z ortogonélis
matrix, és tfh [u]z = x, [V]z =y, [f]z = A. Ekkor (f(u), f(v)) © 2"
[FIELF ()]s = (A)T (Ay) = xT AT Ay & xTy B u,y).

Mj Szamitasi feladatokban elénye az ortogonalis matrixoknak, hogy
konnyii kiszamitani az inverziiket: ha Q ortog., akkor Q1 =QT.



QR-felbontas GS-ortogonalizacidval




D QR-felbontas
Legyen A € R™*" teljes oszloprangl (azaz r(A) = n). A (redukalt)
QR-felbontdsa A = QR, ha
Q € R™*" szemiortogonalis,
R € R™" fels6 A-métrix, az atléjdban pozitiv elemekkel
(= R inv.-hatd)

Ha ai,...,a, € R™ az A oszlopai, és q1,...,q, a Q oszlopai, akkor
az A = QR felbontas azt jelenti, hogy

a; € span(qy),

az € span(qi, q2),

a; € Span(ql,qQ,. . '7qi)' Tt

A GS-ortogonalizalas pont ilyen q1, ..., q, ortonormalt rendszert ad.

18



T QR-felbontas létezése
Ha A € R™*" teljes oszloprangt, akkor 3! QR-felbontasa.

B : Hajtsuk végre az A matrix ay, ..., a, (feltevés szerint ftin)
oszlopaira a GS-ortogonalizaciot.
{a1,...,ap} ~ {c1,...,¢cn} ~ {q1,...,4qn}, ahol q; = \%I

ortogonélis ortonormélt
Ck = Z = ak—ck+Z‘C|2c,—\ck|qk+2”k
N =
*
*
al an — q]_ qn . ’c'k|
0
0
N
A = Q : R k. oszlop

19



I: Legyen két felbontds A = QR = Q'R’.

R, R invertidlhaté = Q = Q' R'R~L.

S := R'"R~ ! is invertalhaté felsé A-matrix, poz. diag.elemekkel, és
Q=0Q'Ss.

Q és Q' oszlopai ortonormaltak = QT Q = (Q’)TQ’ =
I=QTR=(QS)T(QS)=S"(Q)'RS=5"S. =

ST =571 fels6 A, de alsé A is, ezért diagonalis.

S =diag(dy,...,dn) = | = STS =diag(d?,...,d?) = d? =1 Vi.

De minden d; pozitiv, tehat d; =1 V.
lgyS=1=R=Ré Q=Q.

Mj A GS-ortogonalizaciéval kapott @ matrix ismeretében R kdénnyen

kiszdamithatd, nem kell végigkovetni a vektorok eldallitasat:
A= QR-b3l Q"A= QTQR = IR = R, mivel Q oszlopokra
vonatkozdan szemiortogondlis.

20



P

m

1 3 6
, 1 -1 2 L
Hatdrozzuk meg az A = 8 matrix QR-felbontasat!
1 -1 -2
c1:a1:(1,1,1,1)
C =ap— 3¢ = (2,-2,2,-2)
cs=a3— 3¢ — B =1(6,2,2,-2) — (2,2,2,2) — (2,-2,2,-2) =
(2,2,-2,-2).
lgy a1 = 5(1,1,1,1), g2 = 5(1,-1,1,-1), a3 = 3(1,1,-1,-1).
1 1 1
11 -1
Q=73 1 1 -1’
1 -1 -1
1 3 6
N 2 2 4
R=QTA=3]1 -1 1 -1 =10 4 4
1 3 2
1 1 -1 -1 0 0 4
L -1 -2

21



Alkalmazas:
Teljes oszloprangii A matrixra Ax = b optimalis kozelito
megoldasanak kiszamitasa
Legyen A = QR redukalt QR-felbontas.
Normélegyenlet: ATAx = A'b
(QR)T(QR)x = (QR)"b
RTQTQRx=R7Q'b
QT QRx = QTb, mert R inv.-haté
Rx = Q'b.

P Az eléz6 feladat matrixaval keressitk meg az Ax = (8,2,2,0)7
egyenlet optimalis kozelité megoldasat!

2 2 416 1
m | 0 4 4|4 | = x= |0]| (felfelé, behelyettesitésekkel).
0 0 4|4 1

22



QR-felbontas
Householder-tiikrozésekkel




>

Teljes QR-felbontas

Legyen A € R™*" teljes oszloprangl. A = QR teljes QR-felbontas,
ha Q € R™*™ ortogonalis matrix, és R € R™*" felsé haromszog
matrix, pozitiv diagonalis elemekkel.

Legyen Q@ = [Q1 | Q2] € R™*™ ortogondlis, ahol Q; € R™*". Ekkor

R
A = QR teljes QR-felb. & R = [01] és A = Q1 Ry red. QR-felb.

R
QR =1[Q1 | Q] [01] = Q1R + @0 = @Ry, ahol @ nyilvan

szemiortogonilis, és R pontosan akkor felsé haromszégmatrix (poz.

R
diag. elemekkel), ha R = [01] ahol R; felsé A (poz. diag.

elemekkel).
Az egyik felbontasbdl kiszamithaté a masik: Qq-et is ki tudjuk

egésziteni GS-tel @ ortogonalissa.
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Legyen V valds euklideszi tér, és VW < V. Ekkor a W-re vald

f:V —V tikrozés az a lineéris transzforméacié, amely W vektorait
onmagukba, W+ vektorait az ellentettjiikbe képezi.

Van ilyen lineéris transzformacié, mert a V = W @ W+ felbontashoz
tartozé B U C bazison megadhatjuk ab+— b (b€ B) ésc— —c

(c € C) megfeleltetéssel.

Mj A titkrozés ortogonalis linearis transzformacié, mert ha B és C

> 0

ortonormélt bazis W-ben, ill. W--ben, akkor B U C is ortonormalt, és
ebben a tikrozés matrixa diag(1,...,1,—1,...,—1) ortogonalis
matrix.

Householder-tiikrozés: R"” tiikrozése egy hipersikra

Ha a a hipersik normalvektora, azaz a hipersik span(a)™,
akkor a tlikrozés standard matrixa: | — ﬁaaT.

(I — ﬁaaT)a —a— 2;alal?=a—2a= —a, é haa L b, akkor

[a]?
(/—2aaT)b=b—|§|2a.ozb.

[a]?

24
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Ha b,c € R”, |b| = |c| # 0 = 3 Householder-tiitkr6zés, ami a b
vektort a c vektorba viszi.

Az 6sszekotd szakasz felezd merbleges (b — ¢ norméalvektori)
hipersikjara val6 tikrozés lesz az:

Legyena=b —c. Ekkorb=3(b+c)+i(b—c), ésitt 3(b—c)| a,
mig 5(b +c) L a (mert (b —c)(b+¢) = |b]*> —[c[> = 0),

igy az A=1— 2;aa’ tiikr6z8 matrixra

[l

b:%(b—i—c)—i-g(b—c) (b+ )—f(b—c):c.

F1 Irjuk fel a v =(1,—1,1,—1) normélvektor(i hipersikra valé tiikrozés

matrixat! Ellendrizziik, hogy ortogonalis!

F2 irjuk fel annak a Householder-tiikrézésnek a matrixat, amely a

v =(1,—-1,1,—1) vektort olyan vektorba viszi, amelynek csak az elsé
koordinataja nem nulla, és az negativ.

25)



Alkalmazas a (teljes) QR-felbontas kiszamitasara

di
A=Ja1|...|ay]. a1 # 0. Legyen |ai| =d1, ésv =
0
Ekkor 3 Householder-tiikrozés Q1 matrixszal, hogy Qia; = v.
d1
= Q1A= O * =: A;. Ha az elsé i — 1 oszlop mér rendben
0

van, akkor az i. oszlop atlétdl lefelé terjedd részére alkalmazzuk a
Householder-tiikrozést.

i

|a| = di, Qa= "],

0
ahol Q} (m—i+1)x(m—i+1)-es
ortogonalis matrix.

26



110

L =
egyen Q [0 Q

] . = Q; ortogonilis, és
mxm

e el e ] el

QiAi—1 = : =
0 /

Q; 0 |a] *k 0

Végil Q = Q-+ Q1-re QA = R € R™*" fels6 A-métrix pozitiv
di,...,d, diagonalis elmekkel, és Q, illetve Q! is ortogonalis, mert
ortogonalisak szorzata, illetve inverze.

= A= Q'R = Q'R teljes QR-felbontas.

Mj Koraban lattuk, hogy ebbdl is megkaphaté egy redukalt felbontas,

illetve a GS-ortogonalizalassal kapott redukalt felbontasbdl is
kiszamithaté egy teljes.

Mj A teljes QR-felbontds Q matrixa nem négyzetes matrixra nem

egyértelmii, ez lathaté a redukaltbdl vald kiszamitasbol.
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P Hatarozzuk meg az aldbbi A matrix QR-felbontasat
Householder-tiikrozésekkel!

/s 1
L BT
Qs = diag(1,

1,-1)

101
A=|-2 2 3
m 2 5 7
1 22 [3 2 3
@G=3%[-2 12| [0 4 5 =A
2 0 3 5
1 0 o] [3 2 3
Q=10 4/5 3/5| [0 5 7|=A=>R=QA
0 3/5 —4/5] |0 0 -1
1 3
ahol Qi-hez: |—2| — |0 le/_%
2 0



Ebbdl Q = Q3Qx@1-re QA=R =
A=Q R=QTR= Q[ Q] Q] R= (1 QQ3)R, mert a tiikrézés

T

métrixa szimmetrikus (aa’ szimm., igy | — 2;aa’ is az).
a

(A tikrozések szorzata viszont mar nem feltétleniil szimmetrikus.)

5 -2 14
QT =Q&@Q=%|-10 10 5
10 11 -2
e 5 o] , .
Szamitsuk ki az A = matrix QR-felbontasat
12 26]
Hauseholder-tiikrozésekkel!
5 12 13 24 1 0
1
_ = 0 A pr— 0 pr— 0
%=1 [12 —5] @A=1 —10] ®=lo 1
13 24 5 —12| (13 24
R = A= ., A=2L )
= [ 0 10] ® [12 5] [ 0 10]
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QR-felbontas Givens-forgatasokkal




F R2-ben mi egy origd koriili a szogli forgatas standard matrixa?
m RZ%-et komplex siknak tekintve:
X+ yi — (x + yi)(cosa + isina) =
(xcosa — ysina)) 4 i(xsina + y cos @).
= A standard matrix lc?sa —en a].
sinae cosa

K Tetszbleges Lj-re 3 forgatas: L‘j — 6] , ahol r = v/a% + b2.

B —a-val valé forgatas kell, ahol o az a + bi szoge.
cosa sinal | a/r bfr| 4 [ a b
—sinae cosa| |—b/r a/r| T —b a|

2 2
Valgban: 1| 2 P3| _u (@ +b7 _rf
"I—b al| |b r 0 0




D Givens-forgatas: R" ortogonélis transzformacidja, amely
két koordinatatengely altal kifeszitett sikon forgatasként hat,
a tobbi koordinatatengely vektorait helyben hagyja.
Matrixa:
1 _

CoS & —sina

sin o COS (v

L 1
Mj Ennek a determindnsa 1, mert hasonlé a
diag (lcosa —en a] I P 1) blokkdiagonalis matrixhoz.

sin « COS



A Mindenv=(...,a,...,b...) vektorhoz van olyan Givens-forgatas,
amely ezt a (..., r,...,0,...) vektorba viszi, ahol r = Va2 + b2, és
v-nek csak az a és b komponense valtozik meg.

B Az aldbbi matrix megfelel:

M1

a/r b/r

—b/r a/r

._14

F Irjuk fel annak a Givens-forgatdsnak a matrixat, amely az (1,3, —2,5)
vektort (a,3,0,5) alakdba viszi, ahol a > 0.



Teljes QR-felbontas el6allitasa Givens-forgatasokkal:

* %
gy

Ol|*%
X O K K
1

*
fi.n T f23
— 0 — 0
ol 0

fii egy az x;x; koordinatasikon haté forgatas.

* K KX

% .
fio [0 : fi3
e I ¢

- X OO %

Ez nem rontja el a korabban kinullazott elemeket.

Ha a végén a haromszogmatrix alsé sorbeli diag. eleme negativ (ez
csak négyzetes matrixnal fordulhat el), egy diag(1,1,...,1,—1)
tiikrozéssel is szorzunk.

= (Q:- - QQ1)A = R felsé haromszogmatrix, és Q = Q¢ -+ Q@1
ortogonalis. = A = QR=QTR teljes QR-felbontas.



P Szamitsuk ki az A matrix QR-felbontasat Givens-forgatasokkal, ahol

4 5 5
A=|3 —-15 —5].
12 40 5
m aji-hez és ajo-hoéz: V42 +32 =5
[ 4/5 3/5 0 5 -5 1
Q1= |-3/5 4/5 0 0 —-15 -7 V52 + 122 = 13.
0 01 12 40 5
5/13 0 12/13] [13 35 5
Q= 0 1 0 0 -15 -7 (—=15)2 4202 =25
-12/13 0 5/13 0 20 1
1 0 0 13 35 5
Q= [0 —3/5 4/5 0 25 5| =R.
0 —4/5 -3/5 0 05
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[ 4 3 12
Q=Q@xq=75|-3 -12 4
12 -4 -3
4 5 5] 4 -3 12| [13 35 5
A=|3 -15 5| =QTR=% |3 -12 —4|-|0 25 5.
12 40 5 12 4 -3 0 05

Mj Mivel A négyzetes, a teljes és a redukalt felbontasa megegyezik, és
igy mindegyik egyértelmii. Ebben az esetben R invertdlhatd, igy a
felbontasban szereplé ortogonalis matrixot AR~ alakban is
kiszdmithatjuk a (Q;--- @ Q1) " szorzat helyett (és
haromszoégmatrixot viszonylag kénnyl invertalni).
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Mj Egy négyzetes matrixot pontosan akkor lehet csupan
Givens-forgatasok felhasznalasidval QR alakra hozni, ha a
determinansa pozitiv:

Lattuk, hogy A felirhaté A = (TQ)TR alakban, ahol @
Givens-forgatasok szorzata, amelyeknek pozitiv a determinansa,
|R| > 0 is igaz a QR-felbontas feltételei szerint, és T = | vagy
T =diag(1,...,1,—1) titkrézés. Igy |[A| >0< T = 1.

1 0
F Szamitsuk ki az A= |1 1| matrix QR-felbontasat
2 1
GS-ortogonalizaciéval és Givens-forgatasokkal is!
1 —V3 6 3 1 —V3 V2 6 3
m A=-1 11 ﬁll ]:11 ﬂ_ﬁ.io\/g
NG V6 V6 NG
2 0 0 V3 2 0 V2 0 0
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Alkalmazasok

Ax = b optimilis kézelitd megoldasa (Rx = Q"b az A= QR red.
felbontasbdl)

QR-algoritmus négyzetes matrix sajatértékeinek kiszamitasara:

Ay =ATEP QIR Ay = RIQ TE Ry Az = R@> ...
lgy Axi1 = Q PAKQi ~ Ay ... ~ A, és bizonyos feltételek mellett
lim Ak hdromszoégmatrix = az atlé kozeliti a sajatértékeket.

A harom maédszer 6sszehasonlitasa

GS-modszer: kézzel szamolashoz kényelmes, kozelité szamitdsokhoz
nem j6, mert instabil.

H-tlkrozés: kevesebb lépés, mint a G-forgatds, de kényelmetlen a
tilkrozés matrixanak kiszamitasa

G-forgatas: elvileg sok Iépés, de egy 1épés a matrixnak csak két soran
dolgozik (gépi szamitasnal elényds), és konnyii felirni a hatast. Nagy,
ritka matrixoknal kiilonoésen elonyos.
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Komplex euklideszi terek




D Komplex bilinearis fiiggvény
Legyen Ve komplex vektortér.
{(,)Y:VxV—=C, (u,v) — (u,v) komplex bilineéris fliggvény, vagy
szeszkvilinearis= masféllinearis fliggvény,ha

D Skalarszorzat

A (, ) komplex bilineéris fliggvény hermitikus skalarszorzat, ha

konjugalt szimmetrikus: (u,v) = (v,u) Yu,v € V és

pozitiv definit: (v,v) > 0 Vv # 0-ra.

((v,v) € R kovetkezik a konjugalt szimmetriabdl.)
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n
P C"-ben mint C folétti vektortérben az (x,y) = > X;y; hermitikus

skalarszorzat:
Mindkét valtozéban additiv, és

(Ax,y) = > (Mxi)yi = Z AXjyi = ; = Ax,y).
(x,

=1
(x,Ay) = Z:IXI()\YI) )‘ZXIYI = Ax,y).
(y,x) =2 ¥ixi = ZXIYi—ZXIYI—< )Y)-
(x,x) = S Xix; = 3. |xi|? = 0, és ha valamelyik tagja is pozitiv, azaz
ha x # 0, akkor (x,x) > 0.
Miazu=(1,1—1i,i) ésv=(0,2,1— 2j) vektorok skalarszorzata és
hossza? (|v| := +/(v,v).)
(uv)y=1-04+(14+)2+(—i)(1—2i)=
P =[1P+[1-iP+[iP=1+14+14+1=4= |u =2
vIZ=/I0R+ |22 + 1 - 2i)2 = 3.

Mj R” C C"-en a C" skaldrszorzata ugyanaz, mint a valds skalarszorzat.
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J C" vektorait oszlopvektorokként irva x* == (x)" = (x1,...,%,)
(konjugaljuk és transzponaljuk).
Ekkor a standard hermitikus skalérszorzat: (x,y) = x*y.

D A< C™*" matrix adjungaltjia A* = (A)7T (mas, mint az adj A).
Azaz (A*); = (A);i Vi,J.

14 1

1—i 2+i 2"
P [1' 1++', 0’1 = lo—i —1-il.
! 2 0

D Komplex euklideszi tér
Y komplex euklideszi tér, ha vektortér C folott, ellatva egy
hermitikus skaldrszorzattal.

A skalarszorzatbdl levezethetd definicidk és tételek (a vektorok szogét

kivéve) lényegében ugyanazok, mint a val6s euklideszi térben.
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>

|V‘ = <V,V>.

igy A € C-re |Av| = /(\v, Av) \/)\)\ (v, v) \/])\]2<v, v) = |Al|v].
ul v, ha(uv)=0(< (v,u) =0)
V1,...,Vk ortogondlis rendszer, ha (v;,vj) =0 Vi # j-re,

ortonormalt rendszer, ha (v;,v;) = d; Vi,j.
Altér merdlegese, altérre/vektorra valé6 merdleges vetités definicidja
mint a valds eukl. terekben.

Haa# 0 ésv aV eukl. tér vektorai, akkor v vetiilete a-ra v/ = {
viav

v/ :=v—v-re (a,v') = (a,v — <|z"‘§>a> = (a,v) — {(a, <|Z’|‘§> a) =
(a,v) - ¥(a,a) = (a,v) — (a,v) = 0, igy v/ La.

Fontos az (a,v) skalarszorzatban a sorrend, mert (, ) nem

szimmetrikus!

Gyakorlasképpen szamitsuk ki (v”, a)-t is!
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Gram—-Schmidt-ortogonalizacié:
{by,...,bp}~{c1,...,cm}: span(by,...,by)=span(cy,...,ck) Vk
ftin ortogonalis

k—1
c1 = by, ck=by— > <cj’bk>Cj (k:2,...,m)
j=1

Icj[?

V ortogonalis ftin rendszer kiegészithet6 ortogonalis bazissa.
V ortonormalt (= ftin) rendszer kiegészitheté ortonormalt bazissa.

Altér merdlegese direkt kiegészito.

n-dim. komplex eukl. tér = C" skalarszorzattarté mddon
(a ke koordinatazé leképezés skalarszorzattartd, ha C orton. bazis)
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F Ortogonalizaljuk a vi = (i,0,1), vo = (1,i,1 4+ i) rendszert C3-ben,

és egészitsiik ki ortogonalis bazissa!

m c; = (/,0,1).
=(1,i,1+i)=1(,0,1) = 1 =1Li, i, 1 +i) || (2—i,2i,1+2i) =
i 0 1
1 i 1+4i|# 0= v3lehet (1,0,0).
10 0

c; = (1,0,0) — 5(7,0,1) — (2 — 7,2, 1+ 2i) = (3,
c3 = (1 1—2i,i).
,1),(2—1,2i,142i),(1,1 — 2i,i)} ortogonalis bazis,

{(,
{%(i, 0,1), (2 —i,2i,1+2i), (1,1 2, i)} ortonormalt.

~l=
~IN
-~
~l=
-
N—r
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A kovetkezd geometriai tételeket komplex euklideszi térre bizonyitjuk,
de a bizonyitas a valds euklideszi téren is érvényes: az hermitikus
skalarszorzat definialé tulajdonsagai valds skaldrok és skaldrszorzatok
esetén a valds skaldrszorzat tulajdonsagait adjak.

T Pithagorasz-tétel

Ha u L v aV komplex eukl. térben, akkor [u + v|? = |u|? + |v|?

B |u+v]®?=(u+v,u+v)={uu)+ {v,v)+ (uv)+ (v,u) =
lul2+ |v|? + (u,v) + (u,v) = [u> + [v]> + 0 + 0.
Mj Valés vektortérben igaz a Pithagorasz-tétel megforditasa is, de

komplexben nem (hf.).
K Ha v/ egy v vektor a # 0 vektorra valé vetilete, akkor |v/| < |v/,
és itt egyenléség all < v/ = v.
B v=vVv +Vv’ ahol v/ L a,igy v/ LV
A Pithagorasz-tétel miatt |v|2 = [V/|? + [v"|> > V|2
ltt=van & V' =0V =0 v=V. i



Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlotlenség
Legyen V komplex euklideszi tér, és u,v € V. Ekkor

[{u, v)| < Ju] - |v],

és itt = all fenn <= u || v, azaz u és v egyike a masiknak

skalarszorosa.

B Ha u =0, akkor mindkét oldal 0, és a parhuzamossag is teljesdl.

Tfh u # 0. Ekkor v/ = <| ‘2)u a v vetlilete az u-ra, igy az el6z6 allitas
miatt

fau] = |G| Ju] = Kol
Egyszeriisitve és atszorozva: |u| - |v| = [(u, V).

vl > V| =

Egyenléség akkor van, ha |v| = |V/|, ami az eléz8 allitas szerint
pontosan v = Vv’ esetén teljesiil. Mivel v/ az u vektor skalarszorosa,
ebbdl v || u kdvetkezik, és forditva, ha v || u, akkorav=v+0
felbontasban v || u és 0 L u, tehat v/ = v.
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T Haromszog-egyenlotlenség
V komplex euklideszi tér, u,v € ¥V =
u+v| < ul+|v],
és itt = all fenn <= ha u és v egyike a masiknak nemnegativ

valds skalarszorosa.

B Mivel nemnegativ valds értékek szerepelnek az egyenlotlenség két
oldalan, elég a négyzeteikre belatni az egyenldtlenséget.
lu+ v = (utv,utv) = uf + v+ (uv) + (v,u) =
w2 + V2 + (u,v) + (U, v).

Vegyiik észre hogy egy a = a + bi komplex szamra

a+a=2a< 2|a|—2\r SNEET: = 2|a/, tehat

CSB
u+v]? < Jul?+ |V|2+2i<sté,v>| < Jul? + V[ +2lullv] = (ju] + [v])2.
Ha = van, végig az. = =, és a = (u,v)-re = és =. [gy CSB-bdl

vagy u =0, vagy v = \u = a = (u, \u) = \|u|?, tovibbi
sk => a €R, ésx = a>0,igy A > 0 valds.

Visszafelé: A > 0 = |u+ Au| = (1 4+ A)|u| = |u] + A|u| = |u| + [Au|. 46
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