Bevezetés az algebraba 2
— Ortogonalis és unitér diagonalizalas
— Wettl Ferenc disinak felhasznalasaval




Specialis komplex matrixok



D Specialis matrixok

P

A € C™" matrix

onadjungélt, ha A* = A

ferdén onadjungalt, ha A* = —A
unitér, ha A* = A~1

normalis, ha AA* = A*A

Nyilvan: Ha A 6ndajungélt, ferdén 6nadjungalt vagy unitér, akkor
normélis is.

A€ R™" esetén A* = AT igy ekkor 6ndajungélt = szimmetrikus,
ferdén onadjungalt = ferdén szimmetrikus, unitér = ortogonlis.
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onadjungalt ferd. 6nadj. unitér csak normalis



A Az adjungélas tulajdonsagai
A=A
(A+B)* = A"+ B*

(cA)* =¢cA* (ce C)
(AB)* = B*A*
(A1) = (A

B Egyszerlien latszik a konjugalas és a transzponalds miveleti
tulajdonsagaibdl.

Mj Minden A € C"™" matrix felbonthaté egy 6nadjungilt és egy ferdén
6nadjungalt osszegére (valds esetben szimmetrikus és ferdén
szimmetrikus):

A=LA+A)+L(A-AY.

F Mi lehet egy unitér matrix determinansa?

m A = |A"| = [A =[A] = 1 = || = |A"A| = [A]|A|, tehat |A]| egy 1
abszoldt értékii komplex szdm. (Minden ilyen lehet is, mert ha
le] = 1, akkor diag(e,1,...,1) unitér.)
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Az onadjungalt matrixok tulajdonsagai

A € C™" dnadjungilt < ésa diag. elemei valésak, aj; = aj; Vi, j

Onadjungalt matrix minden sajatértéke valds.

Legyen x az A 6nadj. matrix egy sajatvektora \ sajatértékkel.
x*Ax = x*Ax = A|x|? B A= X mert
x*Ax = x*A*x = (Ax)*x = (Ax)*x = \|x|?

x| # 0.

A ferdén onadjungalt matrixok tulajdonsagai

A € C™" ferdén 6nadjungalt L ésa diag. elemei tisztan

képzetesek, a; = —aj; Vi, j

Ferdén onadjungalt matrix minden sajatértéke tisztan képzetes.

Legyen x az A ferd. 6nadj. matrix egy sajatvektora \ sajatértékkel.
x*Ax = x*Ax = A|x|? B } R+
X*Ax = —x*A*x = —(Ax)*x = —(\x)*x = —\[x|?

mert |x| # 0. Azaz, ha A = a+ bi (a, b € R), akkor

a+bi=—(a—bi)=-a+bi=a=0.
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Az unitér matrixok tulajdonsagai
Unitér matrixok jellemzése
A € C"™"-re ekvivalens:
(i) A unitér
(i) A oszlopai ortonormalt bazist alkotnak

)
)
(iii) A sorai ortonormalt bazist alkotnak
(iv) x +— Ax skalarszorzattart6

)

(v) x +— Ax hossztartd

(i) & (ii) < (iii) < (iv) = (v) mint a valés esetben, csak AT helyett
A* xT helyett x* van.
(v) = (iv): (x+y,x+y) = {xx)+{y,y) + (x,y) + {y,%)

(x + iy, x + iy)% = (x,x) + iy, y) +i{x,y) — iy, x)
= ilx +y? + x +iy|* = (1+ )% + |y[*) + 2i(x,y), fgy (x,y)
kifejezhet6 a hosszakbdl.



A Unitér métrix minden sajatértéke 1 abszolit értékii.
B Legyen x az A unitér matrix egy sajatvektora \ sajatértékkel.
x| = x*x = x*Ix = x*A*Ax = |Ax|? = |Xx|? = [A\|x|? = |\| =1,
mivel |x| # 0. Madsképp: A- hossztarté = |x| = |Ax| = |\x| = |A||x].
D Unitér/ortogonalis hasonlésag
A, B € C"™" unitéren hasonlék, ha van olyan U € C"™*" unitér
matrix, amelyre B = U~ AU.
A, B € R" ortogonalisan hasonlék, ha van olyan @ € R"*"
ortogonélis matrix, hogy B = Q7 1AQ.

D Unitér/ortogonalis diagonalizalhatésag
Egy A n X n-es komplex (vagy valés) matrix unitéren (ortogonalisan)
diagonalizalhatd, ha unitéren( ortogonalisan) hasonlé egy diagonalis
matrixhoz. (A valds esetben ebbdl kovetkezik, hogy a diagonalis
alak is valds.)



T Az 6nadjungélt, ferdén 6nadjungalt, unitér, normalis tulajdonsag
invarians az unitér hasonlésagra.

B Legyen A, B,U € C"™", ahol U unitér, és B = U *AU. Vegyiik észre,
hogy ekkor B* = (U~AU)* = (U*AU)* = U*A*U = UA*U
Ha A* = A, akkor B* = U"A*U = U71AU = B.

Ha A* = —A, akkor B* = U7A*U = U"}(—-A)U = —U AU = -B.
Ha A*A = [, akkor

B*B=U1A*UUTTAU = U 1A*AU = UL IU=U"TU = I.

Ha A*A = AA*, akkor B*B = UA*UUTAU = UTA*AU =

U 1AA*U = UTTAUULA*U = BB*.

P C" egy W alterére valé merdleges vetitésnek vagy tiikrozésnek a
standard matrixa 6nadjungalt, mert a C" = W@ W+ felbontashoz
tartoz6 ortonormalt bazisban a matrixa diag(1,...,1,0,...,0), illetve
diag(1,...,1,—1,...,—1) 6nadjungalt matrix, és az ortonormalt
bazisra vald attérés U matrixanak az oszlopai ortonormalt rendszert
alkotnak, tehat az U-val valé konjugalas unitér hasonldsag.



P Ezek a tulajdonsdgok nem invariansak altalaban véve a hasonlésagra.

Pl. A= [3/5 _4/5] unitér, de P = [1 O]—re

4/5  3/5 0 2

3/5 -8/5
2/5 3/5
A e Cm™"re r(A) = r(A*A) = r(AA*) = r(A%).
B Lassuk be elészor, hogy N (A) = N(A*A).

<: Ha Ax = 0, akkor A*Ax = A*0=0

>: Ha A*Ax = 0, akkor 0 = x*A*Ax = (Ax)*(Ax) = |Ax|? =

Ax = 0.

A dimenziététel miatt

r(A) = n—dimN(A) = n—dim N (A*A) = r(A*A).

A néhany oszlopa pontosan akkor 6f, ha A* ugyanannyiadik sorai 6f-k

pP-lap — l ] nem unitér.

-

(az eredeti lin. komb. egyiitthatéinak a konjugéltjat kell venni), tehat
r(A*) = r(A), és az el6zd részt A*-ra alkalmazva: r(A*) = r(AA*).
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Normalis matrixok tulajdonsagai

Ha A € C™" normilis, akkor O(A) = O(A*) (= S(A)).
Az nyilvanvalé, hogy O(A*) = S(A).

Mivel O(A) > O(AA*), és az el6z6 lemma szerint azonos
dimenziésak, azt kapjuk, hogy O(A) = O(AA*).
Ugyanigy O(A*) = O(A*A). Tehat A normalitdsa miatt
O(A) = O(A*).

Mj Bizonyitani fogjuk, hogy A pontosan akkor normalis, ha unitéren

diagonalizalhaté.

Mj A diagonalis méatrixok valéban normalisak, mert az adjungaltjuk is

diagonalis, és két diagonalis matrix felcserélhet6 egymassal.



Triangularizacio




T Schur-felbontas

Minden komplex négyzetes A matrix unitéren hasonlé egy T felso
haromszégmatrixhoz, azaz van olyan U unitér matrix, hogy
UAU=T.

Ha A valds, és minden sajatértéke valds, akkor ortogonalisan is
hasonlé egy haromszégmatrixhoz.

B Legyen A € C"*". n-re vonatkozé teljes indukcidval bizonyitunk.
n=1: v Legyen uy sajatvektor \ sajatértékkel.

up-et valaszthatjuk egységvektornak.

- Egészitsiik ki uj-et ortonormélt bazissd C"-ben: C = {uy,uy,...,u,}.
Uo = [uz uz ... up] unitér métrixszal
A vE
Uy AUy = =B.
0 0 A
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Az ind. feltétel miatt A;-hez létezik olyan U; unitér és Ty felsd
haromszégmatrix, hogy UflAl U =Ti.

Ekkor a Uy = [5 (b:] unitér matrixszal és U = UpUy-pal:

P A 1 07| (N vi| |1 o7
UTAU = 0, 'BU, =
! ! lo U11] lo All [0 Uj

. A VTU1 . A VTU1 T
o utAat| 0 T |

ahol U unitér, T pedig fels6haromszog-matrix.

Ha A és ) valdsak, akkor ehhez van u; € R" egységnyi sajatvektor, ez
kiegészithetd ortonormalt bazissd R"-ben, és az indukcids |épésbeli L71
ortogonalis matrixszal valés, ortogonalis U-t, és ebbdl valds

T = U~YAU haromszégmatrixot kapunk.
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P Diagonalizdlhaté-e az alabbi matrix? Adjuk meg egy

Schur-felbontasat!
A 13 16
9 —11

m Karakterisztikus polinom: (x — 1)2 = Van valés Schur-felbontas.

sajatérték: Ao = 1, sajataltér: span((4,3)) = nem diagonalizalhaté.

i

glw ol
gl C1lw

ONB: {(4/5,3/5),(—3/5,4/5)}, Q = l

Innen Q1AQ = QTAQ = Ll) _2?1
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F Hozzuk ortogonalis hasonlésagi transzformaciéval felsé

haromszogalakra a kévetkezé matrixot!

110
A=[-1 3 0
—4 7 1

m Ranézésre is megtalaljuk az es sajatvektort A = 1 sajatértékkel.
Az {e3, ey, e;} ortonormalt bazisra attérve

1 7 —4
@QlAQ =10 3 —-1| =B
01 1
P ) O L ktl'l
1=[; | salatertekel Ay =2, egy egysegnyi s.vektor 7 |,
1 -1 A 1 07 L 3/v2 -11/v2]
0121[ ],lel ],ésto 2 -2 |
V2
11 0 @ 0 0 -
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Unitér diagonalizalhatésag




T Spektraltétel

Az A € C™" matrix pontosan akkor diagonalizalhaté unitéren, ha

normalis.

B =-:Ha D diag. = D* is diag. = D*D = DD*, azaz D normalis = a
vele unitéren hasonlé A is normalis.

«: Schur-felbontas: U7AU = T (U unitér, T
fels6haromszog-matrix). A normalis = T is normalis.

[gy az alabbi lemmabdl kovetkezik az allitas.
Lemma: Egy T haromszogmatrix

normélis <= diagonalis.
A lemma bizonyitasa:

«: Lattuk, hogy a diagonalis méatrixok normalisak.
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=: Telj. ind. a matrix méretére. 1 x l-esre igaz.

b*
T = la ] ahol C fels6 haromszogmatrix.

T*T:50 ab
b C*||0 C

_,_T*:ab a 0
0 C||b C*

T*T=TT*"=|bj=0=b=0= C*C = CC* = az ind. felt.

b* *
miatt C diagondlis, igy T = [g C] = [g OC] diagonalis.

K Minden 6nadjungalt, ferdén 6nadjungalt vagy unitér matrix unitéren

|a|? ab*
ab bb*+ C*C
2] + |b|? b*C*
Cb ccx

diagonalizalhatd!
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A Specialis komplex matrixok jellemzése diag. alakkal
Legyen A € C"*".

(1) (Fotengelytétel) A énadjungélt <= unitéren hasonlé egy valds
diag. matrixhoz

(2) A ferdén 6nadjungélt <= unitéren hasonlé egy tisztan képzetes
diag. matrixhoz.

(3) A unitér <= unitéren hasonlé egy olyan diag. méatrixhoz,
amelynek minden diag. eleme 1 abszolit értékd.

B =-: Mindharom esetben normalis a matrix, igy unitéren
diagonalizalhaté. A diag. alak atl6jaban a sajatértékek vannak, és
ezekrdl tudjuk a fenti tulajdonségokat.
<: Mivel a matrix unitéren hasonl6é a megadott tipust diagonalis
matrixhoz, elég a diagonalisrdl belatni, hogy 6nadjungilt, ferdén
ondajungalt, ill. unitér, és az mindharom esetben nyilvanvalé.
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(Valos fétengelytétel) Az A € R™™ matrix pontosan akkor
diagonalizalhaté ortogonélisan, ha szimmetrikus.

=: D = @ LAQ valés diagonalis, tehat A énadjungalt és valés, igy
szimmetrikus.

<: A szimm. = 6nadjungalt = sajatértékei valésak = a Schur-tétel
szerint van olyan ortog. @, hogy @ 1AQ = T valds haromszogmatrix.
De A normalis = T normalis A-matrix = T diagonAlis.

Két normalis matrix pontosan akkor hasonlé (és akkor unitéren is), ha
karakterisztikus polinomjuk megegyezik.

Elég a diag. alakokra belatni, azok pedig permutaciématrixszal (igy
unitér matrixszal) egymasba konjugélhaték.

1. Ha A € C™" 6nadjungalt, akkor van C"-nek A sajatvektoraibdl
allé ortonormalt bazisa.

2. Ha A € R™" szimmetrikus, akkor van R"-nek A sajdtvektoraibdl
allé ortonormalt bazisa.

Az unitér/ortogonalis diagonalizalhatésag atfogalmazva.
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P Az aldbbiak koziil melyik méatrix hozhaté valds vagy komplex

diagonalis alakra? Lehet-e a diagonalizalé matrix unitér/ortogonalis?

0 2 -1 s . 1 00 s 1
2 =0 = ]
A=10 1 23:[3 g]czz 100:1+, 3]
z = 1
00 3 98 3 -1 1

m A: 3 kill. sajatérték = diag.-haté R folott ,
de nemdiag. hdromszég = nem normélis = nem unitéren diag.-haté.
B: unitér, de nem 6nadjungalt = unitéren diag.-hatd, de csak C-beli
diagonélissa
C: nem diag.-hatd, mert a sajatértékei 1,1,1, de nem hasonlé /-hez

Y ) 1

D: 6nadjungalt = unitéren valéssa diagonalizalhaté
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F Mutassuk meg, hogy ortogonalisan hasonldk:

>
Il
e

1
1
1
1

Hatarozzuk meg A karakterisztikus polinomjat!

1
1
1
1

e

o O O H

o O O O

o O O O

Hatéarozzuk meg a hasonlésag ortogonalis matrixat!

o O O ©o

M A szimmetrikus = ortogonalisan diag.-hatd, és a diag. alakban a

diag. elemek a sajatértékek.

r(A) =1 = a 0 haromszoros sajatérték

tr(A) = 4 = a negyedik sajatérték 4 = a diag. alak diag(4,0,0,0).

ka(x) = kp(x) = x3(x — 4).
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A 4-hez sajatvektor (1,1,1,1), Vo = (1,1,1,1)*.

Alkalmas ortogonalis bazist kaphatunk pl. az (1,1,1,1),e1,ez,e;3

) ) )

rendszer GS-ortogonalizalasaval, de szebb:
(1,1,1,1), (1,1,-1,-1), (1,-1,1,-1), (1,—-1,-1,1), amit

lenormalva:

1 1 1
1|1 1 -1
Q*51—1 1 -1
1 -1 -1 1

az attérés matrixa.
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