Bevezetés az algebraba 2
Kvadratikus alakok
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Kupszeletek



P Milyen alaki a kovetkezo sikbeli egyenletek grafikonja?
(A)x*=2x+y*=1 (B)y=1 (C)x*—y*=0
(D) x2 +4y? =1 (E) x>+ y2=0
(A): (x —1)% + y2 =2 kér
(B): hiperbola
(Q): y = £x két metszb egyenes
(D): ellipszis
(E): pont

D Kipszelet: egy (esetleg elfajuld) egyenes korkip és egy sik metszete.



A kipszeletek masodfokil egyenletek grafikonjai:
ax® + by? +cxy +dx+ey+f=0.
Hogyan allapithatjuk meg egy altalanos masodfoki egyenletrdl, hogy
milyen alakzatot ir le?
Hogyan olvashatjuk le a kipszeletek paramétereit?
Alkalmas (derékszogii) koordinatarendszerben kanonikus alakra
hozhaték az egyenletek.
P A0=x?>—4xy+y>+6y —2=(x—2y)> -3y +6y —2=
(x —2y)2 —3(y —1)2 + 1 egyenletre az x' = x —2y és y' =y — 1

2

4tkoordinatazas (x')? — 3(y’)? = —1 egyenletet ad.
X

' 1 -2
Bar |[X | =
y' 0 1||y

lathatd, hogy az alakzat hiperbola.

0 s
+ | nem egybevagdsag,



Kupszeletek kanonikus alakja

kor
ellipszis

hiperbola

parabola

metsz6 egyenespar
parhuzamos egyenespar
egyenes

pont

X2>4+y>=r’r>0

2 2
X—2+%:1(a>0,b>0)
32 y2

y=cx?>vagy x =cy?, c#£0

y?—(ex)>=0,c#0
x2=c,y?=c,¢c>0
y=c x=c

x2+y?2=0

ahol r a kor sugara, a és b a féltengelyek hossza.

A hiperbolanal y = :l:gx az aszimptotak.



Kvadratikus alakok



D Homogén masodfoki polinom: minden tag masodfok.

P A 2x? + 4xy — y? polinomot métrixszorzat alakban is felirhatjuk:

22 44y —y =[x ] [(2) _ﬂ m =[x 4] B —ﬂ m

(Lathatd, hogy a matrix akar szimmetrikus is lehet.)

D Valés kvadratikus alak (kvadratikus forma):

g:R" >R

x x| Ax

fuggvény, ahol A szimmetrikus matrix.



m Részletezve:

qg:R" - R;

X1

X2

Xn

n
Z ai1Xi
i=1

i=1 j=1

di1 4d12 ... din
dp1 a2 ... arop
X2 Xn}
dnl dn2 ... @dnn
X1
n n X0
Z ajo X . Z ainXj
i=1 i=1
Xn

n n n
z aj1 XXy + Z apXixp + ...+ Z AinXjXpn
i=1 =il i=1

n n

= Z Z ajix;x; homogén masodfoki polinom.

X1

X2

Xn



D Egy q(x) = > cjxix; valés kvadratikus alak (standard) matrixa
1<i<j<n

az az A valés szimmetrikus métrix, amelyre g(x) = x " Ax
A kvadratikus alak standard matrixa egyértelmii: i < j-re
aj = ajj = £, és aj = cj;.

K Tetszbleges valds ¢ : R” x R” — R bilineéris fliggvényhez tartozik egy
q(x) = ¢(x,x) kvadratikus alak, és ugyanaz a kvadratikus alak tobb
bilineéris fliggvényhez is tartozhat, de ezek koziil csak egy

szimmetrikus.

1 2
P Miaz (x,y) —x' [3 4] y bilineéris fliggvényhez tartozé kvadratikus

|

alak, és mi annak a matrixa?

[y
ESNITS]

M A kvadratikus alak x¥ + 5x1x, + 4x3, métrixa l

N|o1



Kvadratikus alak mas bazisban



Attérés mas bazisra

Legyen A € R"™*" és R" egy bazisa B = {b;i,by,...,b,}.
P = Terp=[by by ... b,] az attérés matrixa, és x’ az x vektor
B-beli koordinatas alakja. Ekkor x = Px/, igy

x"Ax = (PX)TA(PX) = (xX)T(PTAP)X..
Tehat az Gj koordinatarendszerben a kvadratikus alak métrixa PT AP.
D Kongruens matrixok
Azt mondjuk, hogy A és B kongruensek, jelolése A = B, ha van
olyan invertalhaté P matrix, hogy B = PT AP.

Mj A linearis leképezés matrixa baziscsere esetén hasonlé matrixra
valtozik, a kvadratikus alak matrixa egy vele kongruensre.

Cél: PT AP legyen diagonalis.



P Irjuk fel a g(x,y) = x> — 6xy + y? kvadratikus alakot a
B ={(2,1),(3,1)} béazisban!

M A g kvadratikus forma matrixszorzatos alakja

AL

2 3
Az attérés matrixa P = [ ] igy
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PTAP:21"1—3 2 3| _[-7 -8
3 1] (-3 1f|1 1 -8 -8

Tehat a kvadratikus alak a B bazisban

-7 8] [¥
[x’ y’] l_8 g y,] = -7(x')? - 16x'y’ — 8(y')%.



T Fotengelytétel kvadratikus alakokra
Legyen A € R"™*" szimmetrikus, és @ olyan ortogonalis, amelyre
Q'AQ = D diagonilis. Ekkor Q! = QT miatt
az x = Qx’ helyettesités az x " Ax kvadratikus alakot az (x') " Dx’
kvadratikus alakba transzformalja, mely kifejtve csak négyzetes

tagokat tartalmaz, azaz
xTAx = (X)TDx' = M(x])2 4+ X2(35)% + -+ + Aa(x})?,
ahol A1, Aa,..., A\, az A matrix sajatértékei.

Mj Az, hogy Q ortogonilis, biztositja, hogy az j koordinatarendszer
derékszogli, és azonos skalazasu legyen az eredetivel.
Az is elérhetd, hogy még az irdnyitasa is megmaradjon, ha Q-t ugy
valasztjuk (egy oszlopanak az el6jelét szilkség esetén megvaltoztatva),
hogy det Q@ = 1 legyen.
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D A fotengelytétel alkalmazasat egy kvadratikus alakon
fétengely-transzformacionak nevezziik, az igy létrejott alakot
kanonikus alaknak.

Mj A kanonikus alak a valtozék permutaciéjatél eltekintve egyértelmii,
mert az egylitthaték a kvadratikus alak matrixanak sajatértékei.

P Hatérozzuk meg a g(x, y) = 4xy kvadratikus forma kanonikus alakjat!

2
m A matrixszorzat-alak: [x y} lg O] [X]
y

Sajatparok (azaz sajatértékek hozzajuk tartozé sajatvektorokkal):
(2, %(1, 1)), (-2, %(—1, 1)), igy az 4ttérés matrixa

11 -1
P:\/Ell 1]’

11 1)fo2] 1t -1 2 o
PTAP:ﬂ[—l 1] [2 0}2[1 leo —2]’

tehat a kanonikus alak: 2(x")? — 2(y")2.
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P Hatarozzuk meg
a) a q(x,y,z) = x>+ 2y? + 272 — 8xy + 4xz kanonikus alakjat
b) és egy ehhez tartoz6 ortonormélt bazist.

1 —4 2| |x
m a) A matrixszorzatalak [x y z} —4 2 0f |y
2 0 2| |z

karakt. polinom: —x3 4+ 5x2 4+ 12x — 36, sajatértékek 6, —3, 2,

a kvadratikus alak

6 0 0| X
[x’ y' z’} 0 —3 0| |y'| =6(x)?—3(y)?+2()>
0 0 2| |7
b) A sajatvektorok rendre (2, —2,1), (—5,—4,2), (0,1, 2).
2 50
—2 —4 1| <0 ezért az egyik vektort —1-gyel szorozzuk ~~
1 2 2

jobbsodrasi ONB: {(% -2 1), (%,ﬁ’_ﬁ% (0,%’%)}
12



Kupszeletek abrazolasa




Masodrendii gorbék abrazolasa

f(x,y)=v Av+c'v+d=0 (v=1[xy]", Aszimm.))
A kvadratikus részben kikiiszobolhet6 a vegyes tag ortogonélis
transzformaciéval:
Ha Q 'AQ=Q"AQ =D = diag(a, b) (a, b a két sajatérték),
és v = QV/, akkor (v’)TDv’ +c"QV +d=0, azaz

a(xX)? +b(y) +ax' + 8y +d=0.

(Feltehetd: ha ab =0, akkor b =0.)
Ha a, b # 0: a lin. tagok beolvaszthaték a négyzetekbe (a koord.rsz.
eltolasaval) ~ a(x”)? + b(y")? = d'.
Haa#0, b=0, f#0: az ax’ az a(x ’)2 be, majd a konstans a
By’-be olvaszthaté ~ a(x")? + By” =
Haa#0,b=p=0: ~ a(x")?=d"
A transzformacié (det @ > 0-val) mindig egy forgatas, majd eltolas.



Homogén masodrendii gérbe abrazolasa
P Abrazoljuk a 3x? — 4xy + 3y? = 1 egyenletii gorbét!

=12

ka(x) = x? — 6x + 5, sajatparok: (5,(—1,1)), (1,(1,1))
Q-t 1-determinansinak valasztva

111 5 0
Q:ﬁ[q 1]’ D:lo 1]

/
H = lell helyettesités utan 5(x’)? + (y')? = 1, azaz
y y

m A kvadratikus alak matrixa

(<)
(%)

A koordinatarendszert —45°-kal forditottuk el az origd koriil.

()2 =1
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-0.5

15



Masodrendii gorbe centralis helyzetbe hozasa
Abrézoljuk a 9x% — 4xy + 6y2 — 10x — 20y + 5 = 0 egyenleti
masodrendli gorbét, centrumat, tengelyeit!

Az A sajatfelbontasabdl

viAv+cTv+d=vTDV +cTQV +d, ahol

v=(xy), vV =(x,y), v=QVv,c" =[-10 —20], d =5,

a=| 2 73 b=
-2 6

10 0 1[ 21
[0 5]’Q:¢§l—1 2]’

~ 10(x")2 4+ 5(y")2 — 10v/5y’ + 5 =0 ~
10(x")? 4+ 5((y")? — 2v/5y’ +5) = 20
(X", y") = (X, ¥’ = V/5) jeloléssel: 2(x")2 + (y")? = 4, azaz

A féltengelyek hossza v/2 és 2, a kézéppont (x"

(x',y') = (0,v5), azaz (x,

a tengelyek irdnytangense —5 és 2, egyenletiik y = —

,y") =0, azaz
) Q(0,v5)" ( 2)"
+

N1

y = 2x.

l\)h—l
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P Abrazoljuk a 4x% — 12xy + 9y? + x — 8y = 3 egyenletii gorbét!
m Az A sajatfelbontasabdl v Av+c’v+d = v DV +c" Qv + d, ahol
v=(x,y), vV =(x,y) v=@Qv,c" =[1 —8], d= -3,

4 — 1 1 [ 2
A= o= % e=—=]| 23
-6 9 00 V13 |[-3 2
2 / / _ / 1 2 _ / 4

13(x')* +2V13x' — 13y’ =3 = 0~ 13(x' + 2=)* = VI3(y' + A5)
(X", y") = (X' + \/%,y’ + \/%) jeloléssel: y” = 1/13(x")2.
A parabola csticspontja (x',y") = (—1/+/13, —4//13), azaz
xy]" = Q[-1/v13 —4/\/13]T =[-14/13 —5/13]",
szimmetriatengelye az y” tengely, aminek az irdnya (3,2), és dtmegy
a parabola cslcsan, igy az egyenlete y = %x + %
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P Mit kapunk, ha az el6z6 feladatban a kovetkezoképpen médositjuk a

linearis tagokat?
4x% —12xy +9y? + 4x — 6y =3

m Ugyanazzal a méatrixszal, diagonélis alakkal és ortogonalis

transzformaciéval. A valtozas:

!/ !/
4x — 6y = [4 —6}\/1173l_§ ﬂ b} = [2v3 0 b} — 2v/13¥
(V13x' +1)2 =4

Tehat a gorbe két parhuzamos egyenes unidja: v/13x" = +2 — 1, azaz
2x — 3y =1 és 2x — 3y = —3 az eredeti koordinatarendszerben.
Valdban,

(2x — 3y — 1)(2x — 3y + 3) = 4x% — 12xy + 9y? + 4x — 6y — 3.

20



P Abrazoljuk a x? 4 6xy — 7y? — 2x + 10y — 5 = 0 egyenletii
masodrend(l gorbét, centrumat, tengelyeit, aszimptotait!

m Az A sajatfelbontasabdl v Av+c’v+d = v DV +c" Qv + d, ahol
v=(x,y), vV =(x,y) v=QV,c" =[-210], d = -5,

1 3 2 0 1 [3 -1
A:ls —7]’[):[0 —8]’(‘):\@[1 3]’
2(X’)2—8( ) +\ﬁX+\ﬁy—5—0“’“’
2(X/+W) —8(y’ —f) -
("y") = (< + J ' = ) ()~ 4(y")? =1, azaz

(X//)Z _ ((y ;)2 =1 hiperbola

A kézéppont (x,y)T = Q(_f f)T = (-1,

a tengelyek irdnytangense % 3 és =3,
"
?

)7

N =

tengelymetszet az (x”, y”) koordinatarendszerben x” = +1,
az aszimptotdk y” = £3x”, azaz (—x +3y —2) = £1(3x +y + 1),

vagyisyzx—{—lésyz—%x%—%.
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Kupszeletek osztalyozasa a kvadratikus rész szerint

A (legfoljebb) masodfoki kétismeretlenes vI Av +c’v +d =0

egyenlet (ahol v = X]) kanonikus alakja
y

M(X")2 4+ Xa(y")2 =d ahol A1, A2 az A nemnulla sajatértékei,
(x")? = ay” vagy (x")? = d’ ha az egyik sajatérték 0,
y" = ax” vagy x" =0 ha mindkét sé. 0, de a poli. nem konst.

A sajatértékek eldjele szerint:

sajatérték kapszelet (elfajuld)

+, + vagy —, — ellipszis (vagy egy pont, vagy 0)

+, — hiperbola (vagy metszd egyenespar)

+, 0 parabola (egyenes vagy parh. egyenespar, vagy ()
0,0 (egyenes, sik, ()
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Mj A kipszelet tipusa az A matrixbdl is kdnnyen leolvashaté:
det A= A1 )\p, igy
ellipszis (vagy elf.) < |A| >0
hiperbola (vagy elf.) < |A| <0
parabola (vagy elf.) <= |A|=0

linedris «— A =0.

p~1

Kongruens matrixoknak azonos el6jelii — de nem feltétleniil egyenld
— a determinansa.

B B = CTAC valamely invertalhaté C-re =
Bl =CT|- Al |C] =|C[*-]A], & |C* > 0.
Viszont példaul | = (21)T1(21) = 4/, és a determinansuk kiilénbozik.

? Milyen informaciét 6riz meg altaldban a sajatértékekrol a matrixok
kongruenciaja?
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