Bevezetés az algebraba 2
Kvadratikus alakok jellege
Wettl Ferenc disinak felhasznalasaval



Jelleg és diagonalis alak



D Kvadratikus alak jellege
Az f(x) = xT Ax kvadratikus alak

» pozitiv definit, ha f(x) > 0 Vx # 0;
» pozitiv szemidefinit, ha f(x) > 0 Vx;
= negativ definit, ha f(x) < 0 Vx # 0;
= negativ szemidefinit, ha f(x) < 0 Vx;

= indefinit, ha pozitiv és negativ értékeket is folvesz.

D A szimmetrikus A matrixot pozitiv/negativ definitnek /szemidefinitnek,
illetve indefinitnek nevezziik, ha a hozza tartozd kvadratikus alak az.



P Milyen a jellege a kovetkez6 kvadratikus alakoknak?

f(x,y) = x> +2y% g(x,y) = x> = 2y% h(x,y) = —x* = 2%,
k(x,y,z) = x? + 2y?

m f pozitiv definit, mert az (x, y) # (0,0) esetén értéke mindig pozitiv,
g indefinit, h negativ definit, és k pozitiv szemidefinit, mert értéke
(x,y,z) #(0,0,0) esetén is lehet 0 (ha x =y =0, de z # 0)

Mj Ha A negativ definit, akkor —A pozitiv definit. Hasonlé allitas igaz a
szemidefinitségre is.

A = [a] pontosan akkor pozitiv definit, ha a > 0.
| pozitiv definit, ugyanis x” Ix = x"x = [x|?> > 0, ha x # 0.

D

Tetszbleges A valdés matrix esetén ATA pozitiv szemidefinit, és
pontosan akkor pozitiv definit, ha A teljes oszloprangu.

B x"ATAx = (Ax)T(Ax) = |Ax|> > 0.

dx #0: Ax =0 <= A oszlopvektorai linearisan 6sszefiiggdk, igy
AT A pozitiv definit <= A teljes oszloprangii



T Definitség meghatarozasa a sajatértékekbol
Legyen A valds szimmetrikus matrix, és A1,..., A\, a sajatértékei
(:> Ai€ER VI)
xT Ax kvadratikus alak pontosan akkor
= pozitiv definit, ha Vi : A\; > 0;

= pozitiv szemidefinit, ha Vi : \; > 0;

negativ definit, ha Vi : \; < 0;

negativ szemidefinit, ha Vi : \; < 0;

indefinit, ha 3i,j: \; >0, \; <O0. is.

B Altalanosabban bizonyitjuk:



T Definitség meghatarozasa valamely diagonalizalt alakbol

Legyen a g(x) = x Ax kvadratikus alak matrixa kongruens a
diagonalis D = diag(di, ..., d,) matrixszal, azaz valamely P
invertalhaté matrixra D = PT AP. Ekkor az A métrix, illetve a q

kvadratikus alak pontosan akkor

= pozitiv definit, ha Vi : d; > 0;

= pozitiv szemidefinit, ha Vi : d; > 0;
= negativ definit, ha Vi : d; < 0;

= negativ szemidefinit, ha Vi : d; < 0;
= indefinit, ha 3i,j : d; > 0,d; <O.



B P invertalhatd, igy
x T Ax-re teljesiil valamelyik definitség feltétele minden x-re <=
(Px')T A(Px)-re teljesiil minden x-re
Tehat elég a diag. D matrixra, azaz a q'(x) = dixZ + ... + dox?
kvadr. alakra ellendrizni a feltételeket,
és csak az elsé négy esetre (az 6tddik a komplementum mindkét

oldalon).
=: x = e; helyettesitéssel
=
= Hadi>0Vi= d,-x,-2 > 0 Vi, és valamelyik d,-x,-2 > 0.
= d;>0Vi= ¢'(x) >0 Vx
= A negativ (szemi)definit & —A pozitiv (szemi)definit, és
A= -D



>

Diagonalizalas szimultan sor-oszlopmiiveletekkel

Vegyiik észre: az X +— EX elemi sormiiveletnek megfeleld

oszlopmiivelet az Y + YET (ugyanis (YET)T = EYT).

Tovabba A= EAET, azaz, ha A-n egy adott sormiivelet utan

ugyanazt az oszlopmiiveletet is elvégezziik, akkor A-val kongruens

matrixot kapunk. Ezt hivjuk szimultan sor-oszlopmveletnek.

Egy szimmetrikus matrixot mindig diagonalis kongruens alakra lehet

hozni elemi sor-oszlopmiiveletekkel.

A szimmetrikus A matrixot elemi sormiiveletekkel hozzuk felsé

haromszog alakra tgy, hogy minden sormiivelet utan a megfeleld

oszlopmiiveletet is elvégezziik.

(*Az oszlopmiivelet nem rontja el a A alakot?)
Ex...BRELAETE] ... ET =PTAP=R=A

A kapott R mitrix szimmetrikus: (PTAP)T = PTATP = PTAP,

tehat ha fels6 A, akkor diagonalis is.



1 2 -1 1 [ 0 -1
P A _ 5 Sp—2s1 ) 02;_2)01 1 53;‘,-\_)51
10 4 10 4 1 2 4
10 -1 100 L. 1o 0] 10 0
01 2/% o1 2/ |0 1 2/%=XE%2 |01 o0
02 3 0 2 3 00 -1 00 -1

*Ha az elsd i oszlop az atld alatt mar csak 0-kat tartalmaz, akkor a
tovabbi sormiiveleteknek nem szabad megvaltoztatniuk az elsé i sort
(ezt amigy sem tennénk a Gauss-eliminaciénal), és akkor az els6 i
oszlop sem valtozik az oszlopmiiveletek sordn sem.

Mj Semmi nem garantélja, hogy a P matrix ortogonalis, igy a diagonalis
alak nem biztos, hogy a sajatértékeket tartalmazza. Az el6z6
példaban pl. A sajatértékei \1 ~ —0,04, \» =~ 4,13, A\3 ~5,91.

7 Mi torténik, ha a soron kdvetkezé oszlop diagondlis eleme 07



Sorcsere+oszlopcsere?
0 1| 505 |1 0
o d
10 0 1]
Akkor van baj, ha a masik sor diag. eleme is 0. Akkor viszont

014302 O 1 7
N . nem vezet eredményre

hozzdadhatjuk azt a sort az eredetihez.

O b s1+so b b o1+oo 2b b
A g

b 0 b 0] b 0

A szimultan sor-oszlopmiiveletekkel val6 diagonalizalas (szemben az

ortogonalis matrixszal vett konjugalassal) barmely olyan test f6l6tt is
miikodik, ahol 141 # 0.

1
F Lassuk be, hogy Zgxz—ben aA= l(l) 0] méatrix nem kongruens

semelyik diagonalis matrixszal.
0 ad + bc
ad + bc 0

a

m P—= l (ﬂ—re PTAP =

] # D, ha P inv.-haté.
G



P Kiszoboljik ki a vegyes tagokat a 2xy + 2xz + 2yz kvadratikus
alakban. Mi a kvadratikus alak jellege?
m A kvadratikus alak matrixa és a sor- és oszlopmiiveletek:

01 1 11 2 2 1 2
A=11 0 1|21 0 1] %2 |1 0 1
110 110 210
s2—3s1 1 o—301 (2 0 0
S 0 -1 o 2 lo -1 ol =D
0 0 -2 0 0 -2

= 2(x')? = 3(y')* — 2(z')%. = Indefinit.
(A kanonikus alak 2(x")? — (y')? — (2)?, ellendrizziik!)
PT-hoz jutunk, ha csak a sormiiveleteket végrehajtjuk /-n:

100 1 1 0|3 | 1 10
01 0™ o 1 0o T |[-L L o|=PT
001 001 -1 -1 1

Ellenérzés: PTAP = D. Az (j bazis:
{(17 1,0), %(—1, 1,0),(-1,-1, 1)} (P oszlopai, azaz P sorai)



Szimultan elvégezve az elemi sormiiveleteket az A-n és az /-n (az
oszlopmiiveleteket csak az A-n, sOt, esetleg a sormiiveleteket az
[A|l]-n, az oszlopmiiveleteket meg csak az elsé felén) megkapjuk D-t
és PT-at egyszerre ([A|l] — [D|PT)):

0 1 1|1 0 0] s [2 1 2|1 1 0] =73
[Al=1[1 0 1]0 1 ol *5* |1 0 1]0 1 o] "3
110/001 2 10/00 1
2 02 110/ ss(2 0 0 1 10
0o -3 o0ol-3 % oo -1 o|- 1 of=[DP7]
2 00| 001 0 0 -2|-1 -1 1

11



P Hozzuk diagonlis alakra: g(x) = x” x. P =7 Jellege?

= N -
o o1 N
0 O =

m
12110052—25112110002_201
[Al=12 5 0|0 1 O =350 o 1 —2| -2 1 o] ==
108001 0 -2 7/-10 1
1 0 o]l 100 10 0] 100
0 1 2|-2 10 s3¥292 01 —2/-2 10 031202
0 -2 7/-10 1 00 3|-5 21
(1 00| 100 1 -2 —5
010/-210[=[DP]=P={0 1 2
003|521 0o 0 1

A kvadr. alak az 0j bazisban: (x')? + (y')? + 3(2')?. Pozitiv definit.

12



Mj Mivel a matrixszorzas asszociativ, elvégezhetjik elobb az 6sszes
sormiiveletet, majd csak utdna az oszlopmiiveleteket, azaz az
s —2s1, 0p—201, S3—S1, 03—01, S3+2s, o03+20
sorrend helyett
s —2s1, S3—S1, S3+2s, o0p—201, o03—01, 03+20p,
de ez csak akkor ad biztosan hdromszog alakra hozasbdél diagonalis
alakot, ha nincs sorcsere és sort mindig csak lejjebb 1évé sorhoz adunk
(és ilyen esetben az oszlopmiiveletek mar csak kinullazzak a matrix
atlé folotti részét):

7 -2
12 1) o029 1 2 1 12 1] 2o
lo 1 —2| TR lo 1 2| P

0o -2 7 00 3

w O O o O

2 5
10
10
01
00

13



P Hatérozzuk meg az

111 211 -2 11
A=11 1 1}, B=11 2 1}, C=|1 -21
111 1 1 2 1 11

matrixok jellegét (definitségének tipusat)!
m Az A matrix sajatértékei 0, 0 és 3 = A pozitiv szemidefinit.
A B matrix sajatértékei: 1,1,4, mert B= A+ [. = B pozitiv definit.
De A-t és B-t is konnyen lehet szimultan sor-oszlopmiiveletekkel
diagonalizalni.
A C matrixrdl rogton latszik, hogy indefinit, mert a féatléjaban van
pozitiv és negativ elem is, igy ef Ce; < 0 és e] Ces > 0.
F Bizonyitsuk be, hogy egy pozitiv szemidefinit és egy pozitiv definit
matrix osszege mindig pozitiv definit (mint példaul a fenti B = A+ /).
m Ha S poz. szemidefinit és P pozitiv definit, akkor x # 0-ra
xT(S+ P)x = x"Sx +x"Px >0, mivel x"Sx >0 és x" Px > 0.
14



P Mult félévben a Fisher-egyenl6tlenség bizonyitasakor be kellett
latnunk, hogy az az A € R"*" matrix, amelynek 4tléjaban ¢ + a;
(¢>0,a>0,i=1,...,n), a tobbi helyen pedig c all, invertdlhatd.
A determinans kiszamitasa helyett egy egyszer(i indoklas a kovetkezo:
A = cJ +diag(ai, ..., an) szimmetrikus matrix, ahol J a csupa 1
elemii méatrixot jeloli.

J pozitiv szemidefinit, mert a 0 (n — 1)-szeres, és (a nyombdl) nc
1-szeres sajatértéke (vagy mésképp: a c(x1 + ...+ x,)? kvadratikus
alak matrixa).

diag(ai, ..., an) sajatértékei a1, ..., a, > 0, tehat ez pozitiv definit.
Az el6z6 feladat szerint ebbdl kovetkezik, hogy A pozitiv definit, igy a

0 nem lehet sajatértéke.

= A invertalhato.

15



F Hatarozzuk meg a kovetkezd kvadratikus alakok jellegét!
X12 =+ X1X2

x12 + 2x1x0 + 2X22 + dxox3 + 5x32
1
m x? + x;xp métrixa A = ll S] ka(x) = x? —x — 3,

2
sajatértékei 1 ‘[ = indefinit
xl + 2x1x0 + 2x2 + dxpx3 + 5x3 matrixat szimultan
sor-oszlopmiiveletekkel diagonalizélva

110 110 1 00 1 00
12 2{—-(01 2—=1(01 2 —-1|0 1 2—
0 25 0 25 0 25 0 01

= pozitiv definit.

O O =
o = O
= O O



Jelleg és fominorok




Emlékeztetd az LU-felbontasrol
Egy A matrix LU-felbontasa: A= LU, ahol

L négyzetes alsé haromszogmatrix, atléjaban csupa 1

U fels6 haromszogmatrix

Ha az A matrix minden féminorja, azaz bal féls6 sarokaldeterminansa
# 0, akkor A-nak van LU-felbontasa.

Ha A invertalhatd, és van LU-felbontasa, akkor az egyértelmd.

12 -1 1 2 -1 1 2 -1
2 1 0 ~ |0 =3 2/ ~ [0 =3 2|=U,
-10 3 0 2 2 o o 2

1 00
L=]2 10

-1 -2 1

17



A = LU LU-felbontas = A féminorjai megegyeznek U megfelelé
féminorjaival.

A [Ak *] _ [Lk 0] lUk *] _ [LkUk *]

% % % % 0 = * x|’
= Al = [Li| - [Uk| = | Uk]
A € R"™" szimmetrikus, |A| # 0,
A = LU LU-felbontas, és U diagonélis elemei dy,...,d, =
A= LDLT, ahol D = diag(ds,...,d,), ésigy A= D.
Al #0= U/ =d---d, #0= 3Dt = A= LU = LD(D7U), és
itt D~1U V diag. eleme 1.
= (D7'U)T =1l're A=LD(L")T =
A=AT =['DTLT = ['/(DLT) is LU-felbontas,
de invertalhaté matrixra ez egyértelmii =
L=1L"= A=1LDLT, azaz P = LT &ttérési méatrixszal A= D.
Nézzitk meg ezt az el6z6 oldali példara!



T Definitség és fominorok

A € R™" szimmetrikus matrixra

A pozitiv definit <= A minden féminorja pozitiv
A negativ definit <= A féminorjainak eldjele rendre
) +7 ) +7 oo

B (=) Pozitiv/negativ definit matrix bal folsé sarokmatrixai is ilyenek,
ui.
a kvadr. alak span(ey,...,ex)-ra valé megszoritdsainak matrixai.
Poz./neg. definit matrixnak a 0 nem sajatértéke = determinansuk
# 0 = A féminorjai nem nulldk =
A-nak van A = LU LU-felbontésa, és A = D az U diagonalis részére.
— A féminorjai "™ U féminorjai: di, didb, ..., dids---dp.
Ezek el6jele a két esetben + + + + -+, ill. —+ ——+---

19



(<) A féminorok nemnulldk = az el6z6 tétel szerint A-nak van
LU-felbontasa, amelybdl A= D = diag(di, d>, ..., dy),
és D (és egyattal U) féminorjai di, dida, ..., dida---dy.
a++++--- esetben ebbdl d; > 0és dijdr >0 = dr >0, és
(did2)d3 >0=d3 >0= ...
a—+—+--- esetben dy < 0és didr >0 = dr <0, és
(didh)d3 <0 =d3 <0=...
Igy A az elsé esetben pozitiv definit, a masodikban negativ definit.
Ha a fominorok mind nemnulldk, de az el6jelsorozatuk egyikkel sem
egyezik meg a fentiek kozul, akkor a matrix indefinit: a d;-k sem

csupa pozitivak, sem csupa negativak nem lehetnek.

Mj Egy szimm. matrix barmely szimmetrikus elhelyezkedésti részmatrixa

(azaz, ahol annyiadik oszlopokat valasztjuk ki, ahanyadik sorokat) a
kvadratikus alak megszoritdsanak matrixa a megfelelé baziselemek
altal kifeszitett altérre, tehat ha egy ilyen részmatrix indefinit, akkor

az egész is az.

20



P Allapitsuk meg az alabbi matrixok jellegét féminoraik segitségévell

3 1 0 0 11
L1 1 -1 2 0 11
A=| 12 o|, B= C =
0 2 -7 0 11
10 3
0 0 0 -1 11

m A féminorai: 8, 15, 43 = A pozitiv definit.
B féminorai: —3,2,—2,2 = B negativ definit.

1
1
0
1

C-nek méar a masodik féminora 0, igy nem alkalmazhaté ra a tétel.

[ T A

1 1
Viszont span(e;, e3)-on a matrixa L 0], aminek a féminorai 1, —1,

igy az utdbbi indefinit, és igy sziikségképpen C is az.

21



Matrixfelbontasok




Szimmetrikus matrixok spektralfelbontasa

Lattuk, hogy minden diagonalizdlhaté matrixnak van
spektralfelbontisa. Tobb is mondhatdé:

Legyenek A1, ..., A\x € K kiilonbozok.

Ac Kmxn diagonalizélhaté A1, ..., Ak sajatértékekkel «—

A felirhaté A = Z AiP; alakban, ahol " P; =1, =P; #£0, és

ey = (), ha/;éj

Ebben a felbontasban a P; méatrixok egyértelmiiek.
= Lattuk.

i

< és egyértelmiiség: A felbontasbél kovetkezik, hogy
O(Pi) < Vy;: APx—Z)\ PjPix = \;Pjx;

YO(P)=K" x= /X:ZP,'X Vx.

= > V\, = K", tehat A diagonalizdlhatd, és O(P;) =V, Vi.
Pix = P,-(Z Pix) = Pix, tehat P; a V),-re val6 vetités matrixa a @ V),

J
felbontds mentén, ezért a P;- egyértelmiiek. 22



T Ha A € R"" szimmetrikus, akkor az el6z6 tételbeli felbontasidban a
P; matrixok is szimmetrikusak.

B A szimmetrikus, ezért diagonalizalhaté (valés sajatértékekkel), tehat
valéban létezik az el6z6 tétel szerinti felbontasa.
A=AT = Z)\;P,-T is ilyen tulajdonsagl felbontas, igy az
egyértelmliség miatt P,-T = (P

Mj A Pi-k szimmetridja abbdl is kdvetkezik, hogy V) -k merdlegesek, igy

a Pj-k merdleges vetitések matrixai.

23



T Pozitiv szemidefinit matrixok faktorizacigja

Legyen A € R™" szimmetrikus. A kovetkezék ekvivalensek:

(i) A pozitiv szemidefinit,
(i) 3 szimm. pozitiv szemidefinit B, hogy A = B.
(iii) 3 C e R™"  hogy A= C'C.

(i) = (ii): A szimmetrikus = A= QDQ! = QDQ" (@ ortog.).

A pozitiv szemidefinit = minden sajatértéke > 0 = D f6atldbeli
elemeibdl négyzetgyokot lehet vonni = A = QVDQRTQVDQRT =
ahol /D = diag(v/A1, ...,V An), és B pozitiv szemidefinit, mert
kongruens a nemnegativ elemii v/D diag. matrixszal.

(i) = (iil): A=QDQT = QVDVDQT = Q(vD)TvVDQT = C'C,
ahol C = vDQT.

(ii) = (i) és (iii) = (i): CT C-re korabban lattuk, és BB = BT B.

24



A

B

Pozitiv szemidefinit matrixok pozitiv szemidefinit négyzetgyoke
egyértelmii.

Tfh A és B pozitiv szemidefinit és A = B2. Vegyiik a B
spektralfelbontasat: B = Z piP;. Ekkor A =" 12P;. A )\ = u?
egyltthaték mind kqunbozok mert a p-k kiilonb6z6 nemnegativ
valdsak.

Tehat ez A-nak a spektrélfelbontdsa, amiben a \; egyiitthaték (A
sajatértékei) és a P; métrixok is egyértelmiiek, ezért a p; = /\;
szamok és P;-k a B felbonasaban szintén egyértelmiiek, vagyis maga a

B matrix is az.

25)



Alternativ szamitasi modszerek:

B-t kiszamithatjuk a spektralfelbontasbdl is:

Ha A= Z AiP; a spektrélfelbontéas, akkor A\; > 0 és P; szimmetrikus
minden i—lre. Ekkor B = Z Vi Pj-re B2 = A, és ez B-nek szintén

1
spektralfelbontasa. Mivel P;-k szimmetrikusak és az egyiitthatdk
nemnegativak, B is pozitiv szemidefinit.

C kiszamitasahoz nem sziikséges, hogy az attérés matrixa ortogonalis
legyen. Ha A= D a P &ttérési méatrixszal, akkor PTAP = D =
A= (P Y)TDP~! = (P 1)TV/DyDP~! == CCT a C=+DP!

matrixra.

26



9 -—-12

P Van-e olyan B és C matrix, melyre A = [ 15 16 B2=cCcTc?

m Sajétértékek: 25, 0, a sajatvektorok ortog. métrixa Q = £[ 3, 4], igy

a sajatfelbontas:
1] 3 4/|25 0|13 —4
A=QDQT == =
@bQ 5[—4 3][0 0]5[4 3]
Cc— VDo — 5 0[{113 —4 3 —4
0 0|54 3 0 0
1( 3 4[5 013 -4 1 9 —-12
B=QVDQT == e — =
QVDQ 5 [—4 3] [0 0] 5 [4 3] 5 [—12 16]

C helyett a B is j6. Ez mutatja, hogy C nem egyértelmi.

27



P Keressiink olyan C matrixot, melyre A= CT C, illetve olyan B pozitiv
szemidefinitet, amelyre A = B2.

1
A= 10
1

o = O

1
0
1
m Diagonalizaljuk az A matrixot szimultan sor-oszlopmiiveletekkel!
1 1
0 0

101100 100/ 100
0 0 ~ s |0 0| 01 0|=[D|PT] =
1 1 0 0

0

1

0

1
0
1 0 0
D=PTAP=1| 0 0| A
-1 1

o = O
o = O

1 o] [1 o] [1 o 1 1 0 0]t o1
=0 o| |o ol {o 1 ol=10o 1 0fl|0o 1 0l=CTC
1 1| |o 0| [0 0 1 1 00/]|0 00

28



A pozitiv szemidefinit négyzetgyok kiszdmitasdhoz hasznaljuk a
spektralfelbontast!

P14+ P, + P;3 = /
A 2P +P,+0P; = A egyenletrendszerbol elég a Py, P
4P + P, +0P; = A2

értékét kiszamitani, mert P; egyltthatdja A-ban 0.
Py =1(A2— A), P, =2A— A2, A=2P + P5, B= 2P, + P,
1 01 000 1/vV2 0 1/v2
B=v2-310 0 0|+ = 01 0
1 01 1/vV2 0 1/2
(Ez is j6 C-nek.)

010
0 00

29



T Pozitiv definit matrixok faktorizaciéja

Legyen A € R"*" szimmetrikus. A kdvetkezék ekvivalensek:

(i) A pozitiv definit,
(i) az A = LU LU-felbontasban U minden féatlébeli eleme pozitiv,

(iii) van olyan valés R fels6haromszog-matrix, melynek minden
féatlobeli eleme pozitiv, és A= RTR.

(iv) van olyan invertalhaté valés C métrix, hogy A= C'C,

A (iii) pont szerinti R egyértelmd.

D Az A= R'R felbontast az A matrix Cholesky-felbontasanak

nevezzik.

30



B (/) = (ii): Mivel minden féminor pozitiv, van A = LU felbontas.

Lattuk, hogy ekkor A= D, ahol D az U diagonalis része,

tehat A pozitiv definitsége miatt D (és U) diag. elemei pozitivak.
(i) = (iii): Korabbi tétel szerint A= LU = LDL", és az 1. feltétel
szerint D diag. elemei pozitivak =

A= LvDVDL" = L(vVD)"V/DLT = RTR, ahol

R = /DL felsé haromszogmatrix, és R diag. része v/D.

(iii) = (iv): Nyilvan.

(iv) = (i): Tudjuk, hogy CT C mindig pozitiv szemidefinit. Tovabba

|C| #0 = |A| = |C|?> # 0 = a 0 nem sajatérték = A pozitiv definit.

Cholesky-felb. egyértelmiisége:

Legyen D; az R diag. része. Ekkor

A=RTR = (D;*R)T(D1R) = LU LU-felb., ami egyértelmii, és
ebben D? az U diag. része, amibél a D; pozitivsdga miatt Dy
egyértelmii, és akkor R = D;L" is az.
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P Adjuk meg az A matrix Cholesky-felbontésat, ahol

1
A= |1
0

N O =
N N O

B A matrix pozitiv definit, mert a féminorok 1, 4, 4.
Az LU-felbontas

1 00110 1 001l o0o0]]1
A=|1 1 0[|0 4 2/=|1 1 0f |0 4 0] |0
01 1/l0 01 0 31 00 1f |0
diag(1,4,1) = diag(1,2,1) diag(1,2,1) és R = diag(1,2,1)L

110 100|110

A=|1 5 2| =12 0[]0 2 1

02 2 01 1/(0 01

-4 O = =

= NR O
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Szignatura




T Kvadratikus alak matrixanak kanonikus alakja

Minden A € R"*" szimmetrikus matrixhoz létezik olyan vele
kongruens Dy diagonalis matrix, amelynek a diagondlis elemei az
{1,—1,0} halmazbdl valék, és ez a Dy a diagonalis elemek
sorrendjétdl eltekintve egyértelm.

Mj A matrix kongruenciatranszformaciéval olyan diag. alakra is hozhatd,
amelynek diag. elemei 1,1,...,—1,—1,...,0,0,... (megfelels
permutaciématrixszal konjugélva). Ez az alak mér teljesen egyértelmdi.

B Legyen A= PTDP, ahol |P| # 0, és D = diag(d1,...,d,). Ekkor D
felbonthaté diag. matrixok Dy DgD; szorzatara, ahol

1 had >0
d,' had,- 0
(D1)f={;ﬁ ) d#o (Do)i=14-1 hadi <0
ada; =
0 had,-:0

fgy A= PTDP = PTD;DyD1P = (D1P)T Do(D1P).
Itt |[D1P| = |D1| - |P| # 0, ezért A= Dy.

Az egyértelmiiséget késobb, altalanosabb alakban bizonyitjuk. -



D A€ R"™" szimmetrikus matrix szignattraja (ny, n—, ng), ha az A-val
kongruens diagonalis matrixok atléjaban ni darab pozitiv, n_ darab
negativ elem, és ny darab 0 van. (Az el6z6 tétel miatt ez egyértelmii.)

P Hatarozzuk meg az aldbbi méatrixok szignatlrajat!

e R
A=| 12 0|, B= C =

10 3 o 2 -7 0 1 1 01

0 0 o0 -1 1 1 1 1

m A pozitiv definit = A = diag(1,1, 1), szignatdra: (3,0,0).
B negativ definit = B = diag(—1, —1,—1, —1), szignatdra (0, 4,0).
C szimultan sor-oszlopmiiveletekkel

1.0 0 O
00 0 O
00 -1 0
00 0 O

alakra hozhaté, igy C = diag(1,—1,0,0) is igaz. C szignatiraja
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T Descartes-féle eldjelszabaly
Valés egyiitthatds polinom pozitiv valds gyokeinek szama vagy
egyenlo a nemnulla egyiitthatok sorozataban az el6jelvaltasok
szamaval, vagy annél paros szammal kisebb. Azaz ha v (p) jeloli a
p polinom eléjelvaltasainak szamat és z(p) a pozitiv gyokok

szamat, akkor

zi(p) < v+(p), és zi(p) = v4(p) (mod 2).

Ugyanezt p(—x)-re alkalmazva: ha z_(p) a negativ val6s gyokok
szama, és v_(p) a p(—x) el6jelvaltasainak szama, akkor

z_(p) < v-(p), é z_(p) =v-(p) (mod2).

P Hany pozitiv és hany negativ gyoke lehet a
p(x) = x> —x* — x3 — x2 — 1 polinomnak?

M vi(p)=1v_(p)=2= 2z =1,z =0 vagy 2.
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B Legyen p(x) = apx" + ...+ ag € R[x]. Feltehetd: ag # 0, a, > 0.

20(p) = vi(p) (mod 2)
= Ha ap > 0, akkor p(x) 0-ban és oco-ben is pozitiv = paros sok
helyen metszi a tengelyt (ha érinti, de nem metszi, akkor a gydk
paros multiplicitasd). Ugyanekkor v4(p) is péros.
= Ha ap < 0, akkor p(x) 0-ban neg., co-ben poz., igy paratlan sok
helyen metszi a tengelyt. Ugyanekkor v, (p) is paratlan.
z(p) < vi(p): Teljes indukcidval deg p-re. degp = 0-ra igaz.
A p(x) derivaltjara v, (p’) = v4(p) vagy vi(p) — 1.
A Rolle-tétel miatt z(p') > z(p) — 1.
Ind. felt. zy(p') < vy (p') =
zi(p) <z (P) + 1< vi(p) +1 < vy (p) + 1.
De zi(p) = v4(p) (mod 2), igy z.(p) # v4(p) +1 =
z.(p) < v4(p).

36



Szignatira meghatarozasa a karakterisztikus polinombdél

Ha egy p(x) € R[x] polinomrdl tudjuk, hogy minden gycke valds
(példaul, mert egy szimmetrikus matrix karakterisztikus polinomja),
akkor a pozitiv gyokeinek a szdma pontosan az egyltthaté-sorozat
eldjelvaltasainak a szama.

Feltehetd, hogy a konstans tag nem nulla.
vi(p) + v_(p) < n, mivel a p(x)-ben és p(—x)-ben két egymas utani
cix' és cix! (i < j) tagra

j =i+ 1 esetén pontosan az egyiknél van el6jelvaltas

Jj = i+ 2 esetén lehet mindkettonél, de akkor kihagytunk egy tagot.

lgy az n = z,(p) + z_(p) < v4(p) + v_(p) < n egyenlbtlenségben
mindenhol egyenléség van, igy zy(p) = vi(p) (és z_(p) = v_(p)).
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