Bevezetés az algebraba 2
Bilinearis fuiggvények
Wettl Ferenc disinak felhasznalasaval



Bilinearis fuiggvények és matrixaik



Ebben a részben K = C vagy K = R.
Legyen Vi vektortér, és ¢ : V x V — K szeszkvilinearis fuggvény
(K = R esetén ez bilineérist jelent), azaz

p(u+u’,v) = p(u,v) + o', v),  p(Au,v) = Ap(u,v),
p(uv) +p(uv),  o(u,Av) = Ap(u,v),
ahol u,u’,v,v € V, A € K.

(A szeszkvilinearis fiiggvényt Ve folott komplex bilineérisnak is
hivjuk.)

D Gram-matrix

o(u,v+ V)

Legyen a Vi vektortér egy bazisa B = {by,bs,...,b,}. A p
komplex/valds bilineéris fliggvény B bazisra vonatkozé matrixan
vagy Gram-matrixan azt az A matrixot értjik, melyre

[Al; = ¢(bi,bj) Vi, j.



A Gram-matrix hatasa a koordinatavektorokon
Ha Aa p:V xV — K Gram-matrixa a B bazisban, akkor tetsz.
u,v € V-re és x = [u]g, y = [v]g koordinatavektorokra

(,O(U, V) = X*AYa

és a Gram-matrix az egyetlen ilyen tulajdonsagi matrix.

B Ha A a Gram-matrix, akkor ¢p(u,v) =
= (X; xibi, > yjbj) = Y Xiyj(bi, bj) = dijXiyjaij = x*Ay.
Forditva, ha A ilyen, akkor (b;,b;) = e} Ae; = e/ Ae; = a;; Vi, j.
P irjuk fel a C?-beli standard skalarszorzat méatrixat a
B={(1-1i1),(1,i)} bazisban.
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D Szimmetrikus/hermitikus bilin. fv-ek

¢ valés bilin. fv. szimmetrikus, ha ¢(u,v) = p(v,u) Yu,v € V.

¢ komplex bilin. fv. hermitikus, ha ¢(u,v) = ¢(v,u) Yu,v € V.

T Egy ¢ komplex/valés bilin. fv.-re ekvivalens:
(i) ¢ hermitikus (szimmetrikus);
(ii) ¢ matrixa minden B bazisban 6nadjungalt (szimmetrikus);
(iii) ¢ matrixa valamely B bazisban énadjungalt (szimmetrikus).
B Elég komplexre bizonyitani, a valés ugyantgy megy.

(i) = (ii): Ha A a ¢ matrixa egy tetsz. B-ben, akkor

ajj = Qp(bhbj) - @(bﬁ bi) = dji.

(i) = (iii): v

(iii) = (i): Ha A a ¢ matrixa valamely B-ben, és A* = A, akkor
Vu,v € V-re és x = [u]g, y = [v]g koordinatavektorokra

p(u,v) = x*Ay = (y"A™%)" = (y*Ax)* = y*Ax = (v, u).



Lehet-e a Gram-matrix diagonalis alkalmas bazisban? Olyan B bazist
kell keresniink, amelyre ¢(bj,b;) =0 Vi # j.

D Az u, v vektorok ortogonalisak egy ¢ bilin. fv.-re nézve, ha
©(u,v) = p(v,u) = 0.

Mj Ha ¢ hermitikus (vagy valds terek esetében szimmetrikus), akkor
©(u,v) =0 = ¢(v,u) = 0, de enélkil nem feltétlenil igaz.

1 2
P Legyen ¢(x,y) = x*Ay, ahol A = l " 2]. Ekkor

1
=0, de [1 @AL]_3
D Legyen ¢ komplex bilinearis fv.
W <V bal merlegese “W,, = {v €V | p(v,w) =0 Yw € W}
W <V jobb merdlegese Wy = {v eV | p(w,v) =0 vw € W}.
Nyilvan mindketto altér.

[1ﬂA:@0]mﬁm[1QAE

D W <V altér merélegese egy hermitikus/valds szimmetrikus o-re
’ 1oL
nézve Wy (= ~W,).



101 W = span((1,1,0), (0,2,1))
A=1-11 0 o(x,y) = x" Ay
111 Wy =7, W, =?
m 1 10 Ax=0= x =7
0 21
01 1(0 1 0 2|0
s Wi = 21,1
l-1310] [0110] 7 = spanl( )
10 1 1
0" =x"A|1 2| =x" |0 2| =x=?  Transzponalva:
01 2 3
1 0 2|0 1 0 2|0 1
W, = spa —4,—-1,2)).
[1230]”%”[01;0 o = span(( )

Mj A ¢ szerinti merdleges altér nem feltétleniil kiegészité dimenzidjd, ha

A nem invertalhaté.



T Attérés masik bazisra
Legyen ¢ komplex/valés bilinedris fv. a V vektortéren, és B, B a V
két bazisa, P pedig az attérés matrixa:

P = [[bi]s,...,[b}]5] .

Ha A a ¢ matrixa B-ben, akkor P*AP a ¢ matrixa B’-ben.

B uveV, x=[ulg y=|[v]g X' =[ulp,y =|vls.
Ekkor p(u,v) = x*Ay = (Px')*A(PY’) = (X')*P*APY' =
(b’ b;) =e;P*APe; = e,-TP*APej = (P*AP);; Vi, j,
tehat P*AP a ¢ Gram-matrixa B’-ben.



Kvadratikus alakok




D A ¢ komplex/valés bilin. fv.-hez tartozés kvadratikus alak:
q:V = K, q(v) = ¢(v,v).

1 .
P Miaz A= L L (l)] standard Gram-matrixhoz tartozé kvadratikus
1
alak C2-en?
1 il |x1
m x*Ax = [Xx; X = |x1|? 4 ixixo + (1 + i)Xox1.
[Xl X2:| 147 0 [X;| |1’ 1X2 ( )21

Altalaban egy kvadratikus alak C"-ben: 3 CijXiX;.
i



T (1) Egy valés kvadratikus alak tébbféle bilinearis fliggvényhez is
tartozhat, de csak egyetlen szimmetrikus bilineéris fliggvényhez.
(2) Egy komplex kvadratikus alak egyetlen komplex bilinearis
fuggvényhez tartozik.
(3) Egy komplex kvadratikus alak pontosan akkor tartozik hermitikus
bilineéris fliggvényhez, ha valds értékii.
B (1): Ha ¢ valés szimm.:
o(ut+v,u+v)= o(u,u)+ @(v,v) + 2p(u,v)
glu+v)= gq(u)+ gq(v) + 2¢(u,v)
= (u,v) kifejezhetd g-bdl.
(2): Ha ¢ komplex bilin. fv.:
e(u+vyu+v)= o(u,u)+ @(v,v) + o(u,v) + o(v,u) | i
o(u+iviu+iv) = p(u,u)+ o(v,v) + ip(u,v) —ip(v,u) | -1

Osszeadva (v, u) kiesik, és (u, v) kifejezhetd g-val.



(3): =1 a(v) = ¢(v,v) = p(v,v) = q(v) = q(v) € R
<: Legyen 9(u,v) := p(v,u) Yu,v. Ez szintén komplex bilinearis:

Nyilvan additiv, és
¥(cu,v) = p(v, cu) = cp(v,u) = ¢ - p(v,u) = Tyh(u,v)
P(u, ev) = p(cev,u) = cp(v,u) = c - p(v,u) = cp(u,v)
De akkor ¢ — 1) is komplex bilinearis, és a hozza tartozé kvadratikus
alak ¢(v,v) — ¢(v,v) = g(v) — g(v) =0, mert g(v) € R.
A 2. éllités miatt ebb8l ¢ — b = 0, azaz p(u,v) = ¥ (u,v) = (v, u)
Yu,v.
Mj C"-ben egy hermitikus bilinearis fliggvényhez tartozd kvadratikus

alak g(x) = > ciXixj, ahol ¢ji = ¢, tehat q(x) =
7.’
Z CII|XI| + Z(CUXIX_/ ot CUX/X_/) Z CII|XI| + Z 2 Re(CI_/XIXJ) € R.
i<j i<j
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Komplex kvadratikus alak
diagonalizalasa




T Fotengelytétel bilinearis fiiggvényekre
Ha ¢ komplex hermitikus / valds szimmetrikus bilinearis fv. V-n,
akkor van V-nek olyan B bazisa, amelyben ¢ matrixa valds
diagonalis, és igy B p-ortogonalis. Forditva, ha ¢-nek van valds
diagonalis matrixa, akkor ¢ hermitikus / valds szimmetrikus.

B Legyen A a ¢ Gram-matrixa egy tetszbleges 3 bazisban. Ekkor
A 6ndajungalt = 3 U unitér: UTLAU = U*AU valés diagonalis, és ez
(o matrixa egy masik bazisban.
Forditva, ha (-nek van valés diagonalis matrixa, akkor az
ondajungalt, ezért ¢ hermitikus.

Mj Hermitikus bilineéris fv.-ek matrixat is diagonalis alakra lehet hozni
szimultan sor-oszlopmiiveletekkel, csak itt az s; — s; + cs;
sormiivelethez az o; — o0j + Co; oszlopmiivelet tartozik. lgy ha balrél

P-vel, jobbrél P*-gal szorzunk.
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1 i1+
A=| —i 2 1 |, ésp(x,y)=x"Ay.
1—-7 1 3

a) Szamitsuk ki a p(x,y) értékét x = (1,7,0), y = (2 —i,1,1)-re.
b) Adjuk meg a ¢ altal definialt kvadratikus alakot.
c) Diagonalizaljuk az A méatrixot mint Gram-maétrixot, és adjunk

@-ortogonalis bazist C3-ben.

2—1i
a) o(x,y) =x*Ay = [O —i 1} 1 |=1—i
1

b) xX*Ax = |X1’2 + 2|X2‘2 + 3|X3‘2 + ixyxp — iXox1+

+(1+ i)xix3 + (1 — i)xX3x1 + Xox3 + X3x2
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diag(1,1,0) és az 4j bazis {(1,0,0),(—i,1,0), (-2 —i,—i,1)}.
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Kvadratikus alak jellege

Mivel a komplex hermitikus bilin. fv.-ekhez tartozé kvadr. alakok
valds értékiiek, a jellegliket ugyantgy lehet definialni, mint a valds
bilinearis fliggvényekbdl szarmazé kvadratikus alakokét.
D Legyen V komplex vagy valds vektortér, és g : V — R valds értékii

kvadratikus alak.

» g pozitiv definit, ha f(v) > 0 Vv # 0

s g pozitiv szemidefinit, ha f(v) > 0 Vv

= g negativ definit, ha f(v) <0 Vv #£0

= g negativ szemidefinit, ha f(v) < 0 Vv

g indefinit, ha pozitiv és negativ értékeket is folvesz.
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A jelleg meghatdrozasdhoz hasznalt médszerek atvihetok a komplex
esetre is (a matrixos feltételek a ¢ valds szimmetrikus, illetve komplex
hermitikus bilineéris fliggvény tetszdleges bazisban felirt matrixara
vonatkoznak):

diagonélis alak diagonalis elemeivel

sajatértékekkel

féminorokkal

Az el6z6 feladat komplex bilin. fv.-e altal definialt kvadr. alak pozitiv
szemidefinit, mert P*AP = diag(1, 1, 0) alkalmas invertdlhat6 P-vel.
Mi a jellege az A = 2/ 2I matrixnak?

A féminorok 2, 3 = A pozitiv definit.

Vagy: ka(x) = x?> —4x + 3 = (x — 3)(x — 1) = a sajatértékek 3,1
pozitivak = pozitiv definit

2 i 2 i 2 0
Vagy: . | = 3I i = pozitiv definit

N|w
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T Sylvester-féle tehetetlenségi tétel
Legyen ¢ komplex hermitikus vagy valés szimmetrikus bilineéris
fliggvény egy V vektortéren, és g(v) = (v, v) a hozza tartozd
kvadratikus alak. Ekkor V minden ¢-ortogonélis bazisan
ugyanannyiszor vesz fol a g pozitiv, negativ, illetve 0 értéket.

B Legyen dimV = n, és legyen B, C két p-ortog. bazis.
Legyen B-ben g pozitiv az elsé ny elemen, 0 a kdvetkez6 ng elemen,
és negativ a maradék n_ elemen, C-ben pedig ugyanez az
(m4, mg, m_) szdmokkal. Tegyiik fel tovabba, hogy ny > m,.
Ha U = span(by,...,b,, ) és W = span(cm, 11, .-,Cp),
akkor g(u) > 0 minden 0 # u € U-ra, és g(w) < 0 minden w € W-re,
egyUNW=0=U+W=UDW.
Den>dimU +dimW =n  +mo+m_=>myi+my+m_=n=
ny = my. Hasonléan n_ = m_, és igy ngp = mo.

K Valés szimm. és komplex 6nadj. matrixok szignatiraja egyértelmi.



Bilinearis fiiggvények mas test folott




D K tetszbleges test, Vi vektortér, ¢ : V x V — K bilinearis fuggvény
¢ szimmetrikus, ha barmely u,v € V vektorra ¢(u,v) = (v, u).
@ ferdén szimmetrikus vagy szimplektikus, ha barmely u,v € V
vektorra p(u,v) = —p(v, u).
@ alternald, ha barmely u € V vektorra ¢(u,u) = 0.
© reflexiv, ha barmely u,v € V és (u,v) = 0 esetén p(v,u) =0
(vagyis ha a merdlegesség szimmetrikus fogalom)

A Minden alternalé bilineéris figgvény szimplektikus, ugyanis
0=p(x+y,x+y)=p(x,x) +p(x,y) + (¥, x) + ¢(y,y), amibd|
p(x,y) = —¢(y,x).

Mj Ha a K testben 1+ 1 # 0, akkor visszafelé is igaz:
szimplektikus = alternéalé
Ha K-ban 1+ 1 = 0, akkor viszont szimplektikus = szimmetrikus.

P 1 x,y€R"”esetén p(x,y) = x -y szimmetrikus,

2. x,y € R? esetén p(x,y) = det(x,y) alternald.
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T Minden szimmetrikus vagy alternald bilineéris fliggvény reflexiv.
szimmetrikus = reflexiv: 0 = ¢(x,y) = ¢(y, x)

alternalé = reflexiv: Tfh ¢(x,y) = 0:

0=p(x+y,x+y) ¢ alternalé
=0 (x,x)+ @ (x,y) +o(y,x)+¢(y,y) bilinedris
= (x,y) + ¢ (y,x) © alternéld
= ¢ (y,x) ©(x,y) =0
= o reflexiv.

Mj Visszafelé is igaz: ha egy bilinearis fliggvény reflexiv, akkor alternalé
vagy szimmetrikus.
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