Bevezetés az algebraba 2
— SVD: szingularis felbontas
— Wettl Ferenc disinak felhasznalasaval




Az SVD konstrukcioja



>

Motivacié
Hogyan valasszunk bazist, ha a matrix téglalap alak(? Mit tehetiink
még, ha a matrix nem diagonalizalhat6?
AV — V linedris transzforméacidk ortogonalis/unitér diagonalizalasat
fogjuk altalanositani V — W lineéris leképezésekre. Ebben a részben
végig

K =R vagy C, és (, ) a standard skalarszorzat.
Az A € K™*" matrixhoz olyan {vi,va...,v,} C K" és
{ug,uz,...,un} C K™ ONB-okat keresiink, melyekben A matrixa
diagonalis, azaz:
Av; = o;u;, ahol 1 < i < min(m, n)
Ha a K"-beli x 1y vektorok legalabb egyike az A*A sajatvektora,
akkor Ax 1 Ay
(x,y) =0, A*Ay = \y =
(Ax, Ay) = (Ax)* Ay = x"A"Ay = (x, (Ay)) = Mx,y) =0



b~}

A szingularis felbontas konstrukciéja
A*A 6nadjungalt, pozitiv szemidefinit, r(A) rangd matrix.
Onadjungélt: (A*A)* = A*A*™ = A*A
Pozitiv szemidefinit: x*A*Ax = |Ax|?> > 0
A rangja r(A): N(A*A) = N(A), mert
Ax =0 = A*Ax =0,
A*Ax =0 = |Ax]? = x*A*Ax =0 = Ax =0
tehat r(A*A) = n —dim N (A*A) = n — dim N (A) = r(A)

A*A-nak van ortonormalt sajatbazisa a
/\1 )\2 )\ >0 )\,+1 :AnZO

sajatérékekhez: vy, ..., v,.
|Av|? = vIA*Av; = \i|v;2 = N\, fgy 07 == V/A; > 0-raazu; =

(i=1,...,r) vektorok ortonormalt rendszert alkotnak K™-ben.

iAV,’
aj



D Szingularis értékek és vektorok

Az r rangi A € K™*" métrix szingularis értékeinek nevezziik az A*A
pozitiv sajitértékeinek négyzetgyokeit (o1 > 02 > ... > o, > 0).

Az A*A métrix valamely o2 sajatértékéhez tartozd egységnyi v
sajatvektorat az A jobb szingularis vektoranak, az u = %Av
egységvektort pedig a v-hez tartozé bal szingularis vektoranak
nevezziik.

A
V; —> Oju;
*

A
oiVi<— u;

ugyanis A*u; = J%A*Av,- = Jiia,-zv,- = OV;.
lgy u; € O(A), ésv; € O(A*) =S(A). (i=1,...,r),
és a dimenzidk miatt

{u1,...,u,} ONB-a O(A)-nak és {vi,...,v,} ONB-a S(A)-nak.



P Hatarozzuk meg

=

szingularis értékeit, és keressiink megfelel6 ONB-t a sor és

oszloptérben.

80 8
8 17

~ 01 =29, 00 =4.

A*A sajatparjaic (81, 2=(8,1), (16, =(~1,8)).

mA*A:[ ],wx(x):x2—97x—|—1296W)\1:81,)\2:16

jobb szingularis vektorok: v; = \/%(8, 1), v2 f( 1,8)
4 4] 1 |8 1 |36 4 4] 1 |-1] 1 28
8 —1| 65 |1| 65 |6 8 —1|v65|8| 65|-16
~ Uy = \/%(4,7), f( 4) a hozzéjuk tartozé bal szingularis

vektorok.
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B

Szingularis felbontas (SVD = Singular Value Decomposition)
A€ K™ "-hez A= ULV*, ahol V,»p és Upxm unitér (valds
esetben ortogonalis), és X« valds diagonalis, monoton csokkend

nemnegativ diagonélis elemekkel

Minden A € K™*" (K = R vagy C) métrixnak létezik szingularis
felbontdasa, és ebben ¥ egyértelmii.

A*A € K" énadjungalt, pozitiv szemidefinit

~ A1 = 2 Ay = 0 sajatértékek, és hozza vy, ..., v, ON sajatbazis
~ Vo= [vi] ... |v,] unitér, AV = [oquq]...|o,u,| O] = [U1X1]| O], ahol
Y, =diag(o1,...,0/), és Ur = [u1] ... |u,] € K™*" szemiunitér. ~

3
Uy Kiegészithet8: U= [Uy|Us] unitérré, és & — [ - 8} B

1 O

UL = [U|Ur] lo 0

] = [U1Z1]0] = AV = A = UXV~! = UXV*,



B X egyértelmii: A= UDV* = A*A = VDU*UDV* = VD?V* ~ D?,
tehat d? > d2 > ... az A*A sajatértékei fogyé sorrendben, és d; > 0,
igy D=1.

1 1
P Hatarozzuk meg az A = [O (1J 0] matrix SVD-felbontasat!
Lol A*A sajatértékei: 2, 1, 0
mAA=10 1 0 A _Saja,e;,ekéf' \/é ’1’
10 1 szing. értékei: ,
1 0 -1
1 2 00 1 0
V=-—"10 V2 O,AV:\[ , U=
V2 o 0 -1 0 0 -1



D Redukalt szingularis felbontas:
A= UiX1V{, ahol Vi, U; szemiunitér (valds esetben
szemiortogonilis), X1 négyzetes diagonalis pozitiv f6atldval, fogyd
diagonélis elemekkel. >; egyértelmi.

T Minden A € K™ "-nek van A = U1 X1V} redukalt szingularis
felbontésa, ahol Uy € K™*" és V; € K™%, és 31 atl6jaban az A
szingularis értékei allnak fogyd sorrendben.

B Lattuk, hogy van teljes SVD-felbontds. Ha U-ban és V-ben is
levalasztjuk az elsé r oszlopot: U = [U1|Uz] és V = [V;| V2], tovabba

X, = 1 O,akkor
O O

- Zl 0 Vl* N \/1>|<
A= [Ui|Uy] [O O] [ v |~ [Ui1X1]0] [ Vs

Ebbél az is latszik, hogy a redukalt SVD kibdvitheté a fenti médon
teljessé, és ¥ egyértelmi, igy ¥ is az.
D SVD diadikus alakja: A = ojuiv] + oougvy + - -+ o,u,vy

] = UyT V.



Mj Altaldban érdemes a redukalt felbontast kiszamitani (el8szor):
Ehhez elég a vi,...,v, vektorokat meghatarozni, és az AV;
oszlopainak lenormalasaval megkapjuk az U;-et, mindenféle
ortogonalis kiegészités nélkil. Ha mégis kell a teljes felbontas, ahhoz
tetsz6leges olyan V és U megfelel, amit a V; és U; unitér/ortogonilis
kiegészitéseként kapunk.

2 1 20 1
P A= = A"A= 0 sajatértékei 25 és 0.
4 2 10 5
il . 2
Csak a # 0 sajatértékekhez kell a sajatvektor. vi = L]
V5 1 |1 1 |1 1

dmlxE L J

%\

U és V kibovitésével: A =

S\

SVD-felbontas.



SVD kiszamitasa



P Szamitsuk ki az

0 -2 2
A= -2 3 -2
4 -2 0

matrix szinguldris értékeit, és irjuk fel a szingularis felbontasat!

20 —14 4
m A"A=|-14 17 -10
4 -10 8

k(x) = x3 — 45x2 4 324x, gyokei 36, 9, 0 ~ a szing. ért.: 6, 3 (0)
- A"A egységnyi sajatvektorai:

)\1:36 0'1:6 Vlz%( *21)
)\2: 9 0'2:3 Vo :%(21—2)
)\3 =0 V3 = V1 X V) = %(1,2,2)).

10



0 -2 2| 2 2
Avp=|-2 3 -2|3/-2 1|=
4 -2 0 1 -2

1 -2

6 0], [2

A=UzVy=3%|-2 1 [o 3];[2
2 2

Ui, V1 kiegészitéséhez uz3 = ug X up és v3
negativjuk megfelel:

1 -2 2|6 00
A=Uzv*=1|-2 1 2/[0 30
2 000

teljes SVD.

1
—4 1 ,U]_Zg —2
4 2 2
=7

j redukalt SVD

= V1 X V2 vagy a

2 2 1
1
12 1 -2
1 2 2

11



A (redukalt) szingularis felbontas diadikus alakja:

0 -2 2 % 7%
_ 2 2 2 1 3 1 2 1 2
-2 3 -2/ =6 3 3 -2 i+ 3 R
4 2 0 2 2
22 42 e
—6.- |- _ = _
5|4 4 2[+3.5|2 1 -2
4 -4 2 2 -4

12



0 1
P Szamitsuk ki az A = |1 1| szingularis érték szerinti felbontasat!
1 0
m A*A = [21], karakterisztikus polinomja x? — 4x + 3 = (x — 3)(x — 1)

A szingularis értékei /3 és 1. A hozzajuk tartozé egységnyi hosszl

sajatvektorok vi = %(1, 1), vo = %(—1, 1), Igy

1 [1 -1 3 0 T
V= 1—\&[1 1], =|0 1, Av=—o12 o,
0 0 1 -1
1 |} V3 1 |} v3 V3 of 1 11
Ui=—1|2 ofl,A=—_|2 0[ ][ ]rsvo
V6 | V3 6|, /3 0 1|+42|-1 1
Yve Yvz  Yv3| [V3 0 Ty
A= 0 -yl o 1 _1;2 1;\/2] teljes SVD
e i vyl |o ol

13



Ha a matrix rangja 1:

P Hatarozzuk meg a kovetkezd matrix teljes és redukalt szingularis

felbontasat!
11—
141 2

m A matrix els6 sorat 1 + i-vel szorozva a masodik sort kapjuk, tehat
S(A) =span((1,1 —1i)) = O(A*) = S(A) =span((1,1 +1)).
vi az A*A-nak nemnulla sé-(i svektora = v; € O(A*A) = O(A*)

= vy = %(1, 1+1). Felhasznélva az Av; = oju; képletet o1 = 3, ui.

1 o1-4], [ 1 3 .
_3( L _3
[Hi 2 ] <\/§ ) 1

141 3+ 3i
1 SIS E=y Y PO
A — 1 L 3 V3
SVD: A= \\? f \f ﬁ 1 [0 O]

_ 1
=

I
ST
W] w

o

—
Sl
Wi Wi~
[



D

Ha a matrix normalis:
Ha a matrix normalis, az unitér diagonalizalasabdl a szingularis
felbontds megkaphaté. Ha a matrix 6nadj. pozitiv szemidefinit, akkor

van olyan sajatfelbontasa, mely egydttal szingularis felbontas is!

1 1-i
Hatarozzuk meg az A = L+ szingularis felbontasat!
i

A sajatparjai a sajatértékek abszolit értékének csokkend sorrendjében:

(2, %(1 —1,1)), (-1, %(1 —1i,—2)) ~ sajatfelbontas:

[1 11]:%1§ \/2“2 0”1\/g @]
1+i O 73 e 0 1 6 V6
A negativ sajatértéket és egy hozza tartozd sajatvektort —1-gyel

szorozva SVD-t kapunk:

: I —l4i L4 1
1+i 0 L= 0 1f |8 2

SIS

15



Altalaban egy normalis matrix A = UDU* sajatfelbontasabél (ahol
D-ben a sajatértékek az abszollt értékek csokkend sorrendjében
vannak) SVD-t kapunk, ha a D = diag(\1,. .., A,) matrixot

Y Dy = diag(|A1], - - -, |An]) diag(e1, . . ., en) szorzatra bontjuk, ahol
ei = Ai/|Ail, ha Aj # 0, és 1 kildnben. = DoU* is unitér.

Hogyan lehet az alabbi felbontasb6l SVD-felbontast csinalni?

0 0 1
1 ) .
A=UDv* = — | Loip{t+i 00y
V2 |-1 i 0 2i 0
M 0] [v2 0 o
D=DiD,=|V2 , ahol az els6 unitér, de a
0 i 0 20

masodik még nem j6 X-nak. Az els6 két sort és az els6 két oszlopot
megcseréljik egy-egy permutaciématrixszal valé szorzassal:

V2 0 0 0 1] (2 00010
D, = = PiXP, = 1 0 0| =
020 100\@0001

A = (UDyPy)(PyV*).



A vagy A* SVD-felbontasa?

Ha A= UiX; V] = UL V™ az A redukalt és teljes SVD felbontasa,
akkor

A* = V121U = VET U* szintén SVD-felbontésok.

Tehat ha az A € K™*" matrixra m < n, akkor érdemesebb az A*
redukalt SVD-felbontasat kiszdmitani, mert a sajatértékek és
sajatvektorok keresésénél akkor a kisebb méretli AA* matrixszal kell

szamolni.

17



Szingularis felbontas geometriai interpretacioja
Legyen A = UXVT 2 x 2-es 2 rangi

U o1uy
—>

pX
—_— €2 —_—
02€2
g2
V2
1 gi€ei
Vi

Legyen A = UXVT 2 x 3-as 2 rangii
vT > o1ug

—> 2 —>
292
V3 o2u2
V2 v e o 181
€3
Vi

18



Az SVD alkalmazasai




D Polarfelbontason egy négyzetes matrixnak egy pozitiv szemidefinit és
egy ortogonalis matrix szorzatara valé felbontasat értjiik.

T Polarfelbontas SVD-bol

Béarmely komplex (valds) négyzetes A matrix el6all
A= PQ

alakban, ahol P pozitiv szemidefinit 6nadjungalt (szimmetrikus)
matrix, @ pedig unitér (ortogonalis). Ha A invertalhatd, akkor P
pozitiv definit, és a felbontas egyértelm.

Mj 1 x 1-es matrixokra ez a komplex szamok trigonometrikus alakja.

Mj Egy A = PQ polarfelbontas a determinansokra az
|A| = |P| - |@Q| = re trigonometrikus alakra bontést adja, ugyanis ha P
pozitiv szemidefinit, akkor r € R, r > 0, és ha @ unitér, akkor
|Q| =e-ra |e] = 1.

19



B A=UXV*=UXU*UV* = (ULXU*)(UV*), ahonnan P = UL U",
Q= UV~
P o6nadjungalt, mert 6nadjungaltnak unitérrel vett konjugaltja.

P pozitiv szemidefinit, mert kongruens a pozitiv szemidefinit
matrixszal (ha A invertalhatd, akkor X pozitiv definit)

Q unitér (ortogondlis), mert két unitér (ortogonalis) matrix szorzata.

P egyértelmii (nemcsak akkor, ha pozitiv definit), ugyanis
AA* = PQQ*P* = PP* = P?,

azaz P = v AA*, és pozitiv szemidefinit énadjungalt matrix
négyzetgyoke egyértelmii az 6nadjungalt pozitiv szemidefinit matrixok
korében.

Ha P pozitiv definit, akkor invertalhaté, igy Q@ = P 1A is egyértelmii.

20



Mj Forditott sorrend: azonos unitér (ortogonalis) matrixszal:
A= ULV* = UV*VIV* = (UV*)(VZV*) = QP,

Mj Valés polarfelbontas geometriai jelentése: minden R3-beli
matrixleképezés két olyan leképezés kompozicidja, amelyekbdl az
egyik forgatja vagy forgatva tiikrozi a teret (Q), a masik pedig egy
ortonormalt bazis tengelyei mentén nyijtja/6sszenyomja a teret

minden tengelyirdnyban egy-egy nemnegativ tényezovel.

21



P Szamitsuk ki az A matrix polarfelbontasait!

>
I

PQ

0 -2
2 3
4 -2

-2 0
3 -2
—2 4
1| 4
0| |-2
o|| o

22



T Pszeudoinverz SVD-bol

A valés matrix és A = U121 VlT =Uuxzv’ redukalt/teljes SVD.
Ekkor At = WiXtUf = vItuT,
ahol X" diag., els6 r diag. eleme 1/01,...,1/0,, a tobbi 0

B Mivel Uy, Vi teljes oszloprangl szemiortogonélis, U, V pedig
ortogonalis, U Uy, Vi Vi, UTU, VTV mind egységmatrix =
A=Ux VT & A=UxVvT
A =WsTUT 6 AT =vEtuT }'ra
AANA = U T3 5 VT = U5 V) = A és
AA'A = ULItrVvT =UzZVv’ = A
A AA = vlzl 2121 Ul = VlzllU1 =A, és
A'AA" = VETYYHUT = VETUT = A”. Tovabba
AA = Uy U és AA = V1 V)T szimmetrikusak, és
A'A= VIt VT és AA” = UL UT is azok, mert
szimmetrikusnak ortogondlissal vett konjugaltjai.
Mj Az A=Y o;u;v} diadikus felbontasra AT = > L (u;v¥)*.

oi



P Szamitsuk ki az el6z6 feladat matrixanak pszeudoinverzét!

m Az A matrix redukalt

A==
3

0o -2 2
A=|-2 3 =2
4 -2 0

szingularis felbontasa

1 -2

6 0|12 -2 1
-2 1 = :
5 0 3/3(2 1 -2

amibdl a pszeudoinverzet megadé AT = VlzflUlT képlettel

. 2 2
A+:§ -2 1
1 -2

1 0
0 43|-2 12 z _g

o O ©vIN

Mj Vegyiik észre, hogy AT-nak ez nem a szinguldris felbontasa, de a
diadikus alakbdl az is konnyen megkaphaté a tagok atrendezésével.

24



D Frobenius-norma

Az A € C™*" matrix Frobenius-normaja

1AllE = | D_ > lasl?
i=1j=1

T Frobenius-norma ekvivalens alakjai
JAllF = y/tr(A*A) =

B A*A 4tléjanak j-edik eleme éppen |A,j|* =
tr(A*4) = 3 |Agl? = | AllF.
J

tr(A*A) =3, N = X, 02

25)



Alacsony ranga approximacio
T Eckart—Young-tétel
Legyen A r-rangii, k < r, AW .= S5 | giujvi = UK TR (v (K))
ahol UK) az Uy (vagy U) elsé k oszlopabél, (VK))* a Vi (vagy
V*) els6 k sorabdl all, és X(K) a X1 (vagy X) bal folsé k x k-as
sarokmatrixa. Ekkor A(K) az A matrix legjobb legfoljebb k-rangi
kozelitése, azaz min,(gy< [|A — B[ = HA — A(k)HF,

és a kozelités hibaja A - A(k)HF = /S o2

B Most csak a hibat bizonyitjuk.

(%)
Legyen ¥/ = lzo 8] . Ekkor A = UL V* és AK) = U/ Vv*,
mxn

2
A A(k)HF = |UE = )V*|2 = tr(V(E—5)TUU(E—)V*) =
tr(V(Z =) T(Z -2V ) =tr ((Z-2)T(Z-1)) =
tr (diag(O,...,O,JEH,...,JE,O,...)) :a£+1+...+af. -



5 2
P Szémitsuk ki az A = . 2] matrix SVD felbontéasat és legjobb <1
rangi kozelitését!

m A szimm. = az SVD felbontds megkaphat6 ortogonalis
diagonalizacidval.

ka(x) =x?> —Tx+6=(x—6)(x —1) ~ A1 =6, \a = 1,

2 -1 2 -1
_ 1 _ 1 _ 1 —
o=l e-s sl -
a_vl6 0, a_ 12 -te 0121
01 5|1 2110 1|5 -1 2

[24/5 12 /5]

12/5 6/5

N
=N

| I
Il




Az alacsony rangl kozelités egyik alkalmazasa: képek tomoritése.
Sziirkearnyalatos kép, a pixelek sotétsége [0, 1]-beli szam

n x n-es matrix legfoljebb n/4 rangl kozelitése SVD felbontasban
tarolva:

2 2 2 Z s
<o+ 74 % =2 + 7 szém az n? szdm helyett.

28



1,2, 3, 4,8, 12, 40, 97, 194.
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P Adjuk meg az alabbi A matrix redukalt és teljes SVD felbontésat,

diadikus SVD felbontasat, polarfelbontasat, pszeudoinverzét és

legfoljebb 1 rangl kozelitését!

1
A= 10
0
1 0 o]t o o
m A*A= |0 1 210 1 -2
0 2 —4|l0 2 —4

1—x 0 0

kara = 0 5—x —10
0 —10 20— x

—(x —25)(x — 1)x

A*A poz. sé-ei: =
o= 1

0 0
1 -2
2 —4
1 0 0
=0 5 -10
0 —10 20

= —(x —1)(x%> — 25x) =

5

A szing. értékei:
o= 1

30



Sajatvektorok:

A1 = 25-hoz:
—24 0
0 —20

0 -10

Ao = 1-hez:

0
0
0

0
10| ~
-5

0

4

~10
0
7 |-t
2

0
2w
—4

1
0
0
0

—10
19

31



N kO

Red. SVD:

—2|-ra
—4

A=UnVf = 2

Diadikus SVD: 5-ujvi +1-upv; =

00
5-110 1
0 2

Teljes SVD:

A=UrXV* =

0
—2| +1-
—4

00

(&1
o O O

\/»
—2

50 ,[0
0 1| V5 |5
0 —1
1
VAN
02

-1 2
00

|
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Polarfelbontas a teljes SVD-bdl:

0 v65 0|5 00 0 -1 2
_ * _ 1 | 1
A_UZV—\@102010\/5\/§ 00
—2 0 —1] |0 0 0 0 21
0 v5 o][s 00 [0 -1 -2
_ * 1 b
P=ULU*=Z2|-1 0 2 010\/3\/5 0 o0f,
2 0 —1{l0 0 0 0 2 -1
10 O 1 00/[10 o0
Q=UV* - A=10 1 —2|=PQ=1012|]0 1 o0
0 2 —4 0 2 4|0 0 —1

Mj A polarfelbontas P-je a redukalt felbontasbél is kiszamithaté:
P =UXU* = U1X1Uf, csak Q-hoz kell a teljes felbontas.

33



Pszeudoinverz a redukalt felbontasbdl:

0 V5
/5 0 0 -1 -2
+ _ 1y 1 | 1 _
AT =T = g |-l 0[0 Jﬁ[\/ﬁ . o]_
2 0
25 0 0
=0 1 2
0 -2 -4

Legjobb 1 rangl kozelités red. SVD-bél vagy, még kdnnyebben,
diadikus SVD-bdl az elsd k tag, ha < k rangl kozelités kell:
00 O 00 O
5.210 1 —2|=1(0 1 -2
0 2 —4 0 2 —4

Hib3ja: ,/J,%H + ... =02 =1, amlgy is jél lathatd.

34



F Egyértelmii-e a legjobb k rangl kozelités?
m Nyilvdn nem, ha az adott rang pont egy tobbszoros szingularis értékbe

metsz bele.
Pl. I-nek legjobb 1 rangl kozelitése az [e1 | O | ...] mellett barmely
[0]...]e|0]...] matrix is (ugyanigy v/n — 1 a hib3ja, és

egyébként kijon az | = PIPT felbontéasbél, ahol P az e; <+ e;
permutaciématrix), de sok mas ilyen hibdji kozelitést is kaphatunk.
F Szamitsuk ki az b matrix QIQ” felbontasbdl adédé 1 rangi
3 4
—4 3|
Mj Ha az SVD-felbontas diadikus alakjadban dsszevonjuk az azonos

kdzelitésének a hibajat, ahol Q = 1

szingularis értékhez tartozé tagokat, akkor ugyanigy egyértelmii
felirast kapunk, mint a diagonalizalhaté matrixok
spektralfelbontisanal.

? A spektralfelbontas tulajdonsagait hogyan lehet altalanositani erre a
felbontasra?
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