Bevezetés az algebraba 2
Minimalpolinom
Wettl Ferenc disinak felhasznalasaval



Matrixok polinomjai



>

A B e K™, f(x) =1 axxk € K[x].
A~ B = f(A) ~ f(B).
B =P AP = Bk = (P71AP)(P71AP)...(P71AP) = P1AkP =

f(B)=> aB"=> aP 'AP=pP! (Z ckAk> P =
k=0

k=0 k=0

P f(A)P.
A 0

Ha A diagonalizlhaté, azaz P~"1AP =D = | : -
0 ... A

akkor A = PDP~! Ak = PDKP~1 = Pdiag(\X, ..., \K)p~1

f(a) ... 0
= f(A) = Pf(D)P71 =P : ' : p-1

0 )



Mj Ha A diagonalizalhato, kulonbozo saJatertekel A1, ..., Ak, akkor a

spektrélfelbontasbél A = Z)\ Pi = f(A) = Z f(A
i=1 =
A AcK™" = 304 f(x)eK[x]: f(A)=0.
B I,A A2, .. A" € K™n dim K™ = n2 ezért linearisan sszefiiggdk
= valamely linearis kombinaciéjuk O:
2 A" + ...+ A+ gl = f(A) = O.
Mj Sokkal kisebb fokd ilyen polinom is létezik (Cayley—Hamilton-tétel)
Specidlisan:
A Ha A € K™ diagonalizalhatd, Ag, ..., Ak a kill. sajatértékei, akkor
k

f(x) = H(x — \i)-re f(A) = 0.
i=1
B V) sajatértékre f(\) =0, igy

f(A) = P f(diag(A1, Ao, ..., An)) P
= P diag(f(\), F(X2),..., f(An)) P71 = O.



Polinommatrixok = matrixegyiitthatés polinomok

all(x) alz(X) al,,(x)
A Az A(x) = azlz(X) 322:()() 22":()() € K[x]"™*" polinommatrix
an(x) am(x) ... anp(x)

felirhaté Axx® 4+ A_1x*"1 + ...+ Aix + Ap alakban
(ahol k € N az aj; fokainak maximuma),
azaz K[x]™" = K" "[x]

Mj A matrixszorzas nem kommutativ, igy ez egy nem kommutativ gyiri
folotti polinomgyiirii. (Ugy tekintjiik, hogy x folcserélhetd a gyiirii
elemeivel, igy a polinomok szorozhaték és kanonikus alakra hozhaték).

5 x?2  x+1 102+01 N 0 1
=] X X
x> -1 x 10 01 -1 0




T Cayley—Hamilton-tétel

Ha A tetszbleges négyzetes matrix, melynek karakterisztikus
polinomja ka(x), akkor ka(A) = O.

B Az A karakterisztikus polinomja
det(A — xI) = ka(x) = (=1)"x" + cp_1x" 1 + ... + c1x + .
Tudjuk: (A — x/)adj(A — xI) = det(A — xI)] = ka(x)].
A — xI barmely eleméhez tartozé elbjeles aldeterminans x egy
legfoljebb n — 1-edfokd polinomja, igy Iéteznek olyan konstans elemii
Ao, A1,..., Ap—1 matrixok, hogy

adj(A —xI) = x"1A,_1 + ... + xA;1 + Ao.
(A —xl)adj(A — xI) = (A — xI) (ZxkAk>

= AAy + (Z Xk(AA;< = Ak1)> —x"A,_1.

k=1



Egyiitthaté-6sszehasonlitas:

ka()l = Ado+ (S5} xH(AAe — Ak 1)) — x"An 1

ol = AAg
A- C1/ = AA1—A0

A2. ol = AAy — A;

Anil' Cn—ll - AAn—l_An—Z
An (=) = —Ap1

A beszorzas utan kapott egyenloségeket Osszeadva
ka(A) = (—1)"A" + ¢, 1A" 1+ ..+ A+ ol = 0.

K V invertdlhaté A € K"*" matrixhoz 3q € K[x], (legf. n — 1-edfoku):
AL = g(A).



P Ellenérizziik a Cayley—Hamilton-tétel allitasat az A = [3 4]

1 2

matrixra. Fejezziik ki A inverzét A polinomjaként!

m ka(x) = x? —5x —2

_[ro 2
o 1|’ 3 4|’
SO i R

A2 —BA—-2/=0 =

A—5/—2A"1=0= Al

, [ 7 10
© (15 22
-10 N 7 10] [0 0
-20 15 221 |0 ol
2 1
a_5/— .
S l3/2 —1/2]



Minimalpolinom



D Minimalpolinom
ma(x) € K[x] az A € K™ matrix minimalpolinomja, ha
ma(A) = O, ma(x) féegyiitthatéja 1 (azaz ma(x) normalt), és
ma(x) a legkisebb foku ilyen polinom.

Mj A Cayley-Hamilton-tétel miatt I3ma(x), és deg ma(x) < n.

D Az f(x) polinom annulldlja A-t (annullatora A-nak), ha f(A) = O.

Mj deg ma(x) > 1, mert a 0 nem normélt polinom, egy nulladfokd
f(x) = c polinomra pedig f(A) = cl # O.

P m(x)=x—-1mo(x)=x

m A~ B = mp = mg (ugyanis f(A) ~ f(B), igy minden f polinomra
f(A) és f(B) egyszerre O vagy nem O).

D (A minimalpolinom invaridns a matrixok hasonldsagara, igy) egy véges
dimenziés Vi vektortéren értelmezett f : Vi — Vi linearis
transzformacié minimalpolinomjan azt a minimalis fokszamd m(x)

normalt polinomot értjitk, amelyre m(f) = O.



T A minimalpolinom tulajdonsagai
A 6 Kan
(1) A-nak pontosan egy ma miniméalpolinomja van.

)
(2) Barmely f(x) polinomra f(A) = O <= ma(x) | f(x).
(3) ma(x) | ka(x)

(4)

4) A minden sajatértéke gyoke ma(x)-nek.

B (1) Tfh f és g két kiilonb6z6 minimalis fokszamd normélt polinom,
melyekre f(A) = g(A) = O = f — g kisebb fokd annullator =
f—g=0.

(2.) <: Nyilvan.

= f(A) = O és f(x) = ma(x)q(x) + r(x) maradékos osztas =

O =f(A) = ma(A)q(A) + r(A) = r(A), de degr < degmp = r = 0.
(3) A 2. és a Cayley—Hamilton-tétel kévetkezménye.

(4) (\,v) sajatpar = Akv = My (k € Ng) = ma(A)v = ma(\)v, de
ma(A) = O, ésv# 0 = ma(\) =0.



K

Ha ka(x) = (—1)"II;(x — Xi)®, akkor a (3) és (4) miatt
ma(x) = [1;(x — \)?, ahol 1 < b; < a;, és a; a \; algebrai

multiplicitasa.

Mj Ha K < L testek, és A € K™ akkor A K f6l6tti minimalpolinomja

>

megegyezik az L folottivel, tehat a miniméalpolinom nem fligg attdl,
hogy A-t milyen test folottinek tekintjiik.

A K folotti min. pol. annulladlja A-t, igy az L folotti ennek osztdja.
Viszont ha I, A, A%, ..., AK linearisan osszefiiggék L folott, akkor a
Gauss-eliminacié miatt K folott is van O-t ad6é nemtrivialis lin.
kombinacidjuk.

Ha A € K™*" diagonalizdlhaté K folott, és A1, ..., A\, az A Osszes
kiilonbo6zé sajatértéke, akkor ma(x) = (x — A1) -+ (x — Ax)
Lattuk korabban, hogy ez annulldtora A-nak. Masrészt minden
sajatérték gyoke a minimalpolinomnak, igy k-nal kisebb fokd
annullator nincs.
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o

A nilpotens, ha dk: Ak = 0.

Lassuk be, hogy ha A € K"*" nilpotens, akkor A" = O.

Jk: Ak = O = x¥ annulldlé polinom = ma(x) | x¥ = ma(x) = x
valamely /-re.

l

Tovabba deg ma(x) < n, tehat ma(x) | x" = A" = O.

Mi az alabbi A matrix karakterisztikus és miniméalpolinomja?

10 21
A 02 —-11
00 10
00 1

ka(x) = (x —1)3(x — 2) = ma(x) = (x = 2)(x — 1)k (1 < k <3)
lehet csak. Az (A—21), (A—2)(A—1), (A—2I)(A— 1)? szorzatokat
egymas utani szorzasokkal tudjuk ellendrizni.

11



0 00O
0 00O
0 00O

(x —2)(x — 1)2.

(x)

lgy ma
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P Van-e olyan A 2 x 2-es valés, illetve racionélis matrix, amelyre A> = |,
de A#£ 7

m Az A métrixot annulldlja az x> — 1 polinom, igy ma(x) | x> — 1.
Q foldtt x5 — 1= (x — 1)Ps(x) = (x — I)(x* + x>+ x>+ x + 1),
irreducibilisekre bontasa, tehadt ma(x) ezek kézill valahany irred.
tényez$ szorzata.
Viszont deg ma(x) < deg ka(x) = 2, ezért ma(x) = x — 1 lehet csak,
de akkor A =/, ellentmondas.
= Nincs ilyen Q folotti matrix, viszont R folotti van, példaul az origd
kordli 2{ szogl forgatas matrixa.
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P Hatarozzuk meg a ka, ma, kg és mg polinomokat!

>
Il
o o o oo o

M ka(x) = ma(x) = x°, kg(x) = x5, mp(x) = x

A: e — e_1 (i>2)ése1r—>0

O O O O o =

O O O O+ O

O O O = O O

O O = O O O

o =R O O O O

B: e — €;j_» (/23)ése,-»—>0(i<2)

Valéjdban B = A2, igy abbdl, hogy A® = O, de A® # O, kovetkezik,
hogy B3 = A% =0, de B2 = A* £ 0.

o O O O O o

o O O O O o

3

1 000
0100
0 010
0 001
0 00O
0 0 0 0]
ugyanis
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T Kiséromatrix létezése

Minden f(x) = x" + cp_1x" L 4+ cpox" 2 + -+ + o € K[x]
polinomhoz 3A € K"*", hogy ma(x) = f(x), és igy
ka(x) = (=1)"f(x).
Kell: f(x) annullatora A-nak, azaz f(A) = O, vagyis
de kisebb fokid polinom nem annulldl. Ez utébbihoz elég:
valamely v-re v, Av, A%v,..., A" v ftln. ()

o A A A A an
Vegyiik észre: viss Avis A2y ... 5 An—ly
A (**) feltétel megvaldsithatd, mert egy bazison tetszdlegesen
eléirhatjuk a linedris transzformaciot (a matrix oszlopait)
A A A )
Legyen e~ ey~ - - ep, és

n—1 n—1
Ae, = A"e; = 3 —ckAke; = 3 —crexi1, hogy f(A)er = 0 legyen.
k=0 k=0
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0

0

1

—Cn—1

nxn

Ezt a métrixot hivjuk az f(x) polinom kiséré matrixanak.
Lattuk, hogy f(A)e; = 0. Masrészt minden 1 < i < n— 1l-re
f(A)eir1 = f(A)Ale; = A'f(A)e; = 0, tehat f(A) =0. =

f(x) annulldlja az A matrixot,

Kisebb fokii nem lehet a minimalpolinom, mert /e, Aey, ..., A" leq,

azaz e, ey, ..., e, linedrisan fliggetlenek.

A karakterisztikus polinom tobbszorése a miniméalpolinomnak, de

n-nél nagyobb fokd nem lehet, igy f(x) konstansszorosa.
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F (Freud—Gyarmati: Szamelmélet 1.6.28) n rozmar il egy kerek asztal
korul, mindegyik el6tt egy érme. Mindegyik megnézi a jobb
szomszédja elotti érmét. Ha az fej, vezényszéra megforditja a sajatjat!
Ezt addig folytatjak, mig van valtozas. Milyen n-re igaz, hogy a jaték
barmely kezdeti allapot esetén véget ér?

m x € Z5, x; =0, ha irds, x; = 1, ha fej.

Pozitiv koériljaras szerint indexelve egy |1épés egy linedris Z5 — Z5
transzforméciét ad, melynek a matrixa is A € Z3*":

i 5 S 110 ...0
X2 — X2 + X3 011 0

A=10 0 1 0
Xn — Xn + X1 _1 0O 0 ... 1]
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A k-adik 1épés eredménye A¥x.
Vx-re véget ér <= Vx Ik : Akx =0

— Vidk;: Aie; =0
— JkVi: Ake; =0 (k = maxk;)
— Jk: Ak=0
= Jk: ma(x) | x* (minden sajatérték 0)
<= ka(x) = (—x)" =x" (Zo-ben vagyunk)
1—x 1 0
O T e
1 0 ... 1—x

1-x)1-x)""1+ (1)t 1=(x+1)"+1

18



Milyen n-re lesz (x +1)" +1 = x", azaz (x +1)" = x" + 17
Ha n =27, akkor (x +1)2 = (x2+1)¥ " =... =x2" + 1.

Ha n=2m, m > 1, 2t m, akkor

(14+x)2"=(1+x)"=14+mx> + ... +x7M£x¥m 4 1.

Tehat pontosan a 2-hatvany n-ekre ér mindig véget a jaték.
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Invarians alterek



D Invarians altér
Az U <V altér az f : V — V linedris transzformacié invarians altere
(illetve V-nek f-invar. altere), ha minden u € U vektorra f(u) € U.

D Ac K™"-reld <V = K" invarians altere A-nak (vagy V A-invarians
altere), ha invarians altere az f : x — Ax transzformaci6nak.

Mj Ezt nyilvan elegendd ellendrizni az U egy generatorrendszerén.

P Tekintsiik az f : x — Ax matrixleképezést, ahol

1 -1 01

A -1 0 01
0 0 21

-1 -2 0 3

Mutassuk meg, hogy az U = span((1,—1,2,—1),(1,2,—1,2)) altér
invarians altere az f linearis transzformaciénak.

20



m Au=(1,-2,3,-2)7, Av=(1,1,0,1)"
Elég megmutatni Gauss-eliminaciéval, hogy az [u | v | Au | Av] matrix
masodik felében nincs bazisoszlop.

(Megmutathatjuk egytttal azt is, hogy a vektorok és a képeik kozott
mi a linearis kapcsolat.)

1 1 11 1 1 1 1 10 43 13
-1 2 -2 1 0 3 -1 2 01 -3 23
> -1 30 o -3 1 -2 "Jloo o ol
-1 2 -2 1 0 3 -1 2 00 0 0

_ 4, 1 1 2
azaz Au—3u 3V, Av—3u+3v.

Mj Egy A-invarians altér nyilvan invaridns A minden hatvanyara, igy A

minden polinomjara nézve is.
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F

Igazoljuk, hogy ha A és B felcserélheték, azaz AB = BA, akkor A
minden sajataltere B-nek invaridns altere!

Ha V\ = {x € K" : Ax = Ax} és v € V), akkor

A(Bv) = (AB)v = (BA)v = B(Av) = B(Av) = ABv = Bv € V)

Az f lin.transzformacié minden polinomjanak magtere és képtere
f-invaridns (vagy matrixosan: a négyzetes A matrix minden
polinomjanak nulltere és oszloptere A-invarians).

Legyen p(x) € K[x], A€ K"™". Hav e N(p(A)), azaz p(A)v =0 =
p(A)(Av) = p(A)Av = Ap(A)lv = A0 = 0 = Av € N(p(A))

Ha v € O(p(A)), azaz Ju: v = p(A)u =

Av = Ap(A)u = p(A)Au € O(p(A))

Egy V = V1 @V, vektortérre és a V; és V), alterek By és By bazisara
B = By B, a V-nek az (rendezett) bazisa, ahol el6szér a B; elemei
kovetkeznek az eredeti sorrendben, majd a 3, elemei.

22



T Blokkharomszog matrix és az invarians altér

Legyen az f : )V — V linearis transzformacionak U invarians altere.

Ekkor f matrixa
A= [Al *] alaki
O =x

a V minden olyan B = By 1B, bazisidban, ahol By az U egy bazisa.

B A B elemeinek a képe span(B1)-ben van, tehat a koordinatavektoruk
Bo-hoz tartozd része 0.

P Az
1 2 3 4
5 6 7 8
0 012
0 0 3 4

matrixnak az U = span(er, ex) < R* tér invarians altere.

~—
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T Blokkdiagonalis matrixok és az invarians alterek

Legyen az f : )V — V lin. transzf. két invarians altere U/ és VW. Ha
Y =U @ W, akkor f matrixa minden B = B; LI B> bazisban

[fls = [(B; g] alaki, ahol By az U és B, a VW egy bazisa.

B B; elemeinek képe span(Bi)-ben van, B; elemeié span(B,)-ben, ezért
az els6knek az alsé része, a masikaknak a fels6 része 0.

Mj Altalanositas: ha Uy, Us,. .., Ui a V vektortér invarians alterei, és
V=U & ...3 U, akkor a transzformacié matrixa blokkdiagonalis
alakd minden B = By L. ..l By bazisban.

Mj Konnyl belatni, hogy egy blokkdiagonalis matrix karakterisztikus
polinomja a blokkok karakterisztikus polinomjanak szorzata,
minimalpolinomja pedig a blokkok minimalpolinomjanak legkisebb
kozos tobbszorose.
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1 10 00 U; = span(es, ey),
-1 3000
U> = span(es3),
A=1{0 0 4 0 0 pan(es)
0 00 0 2 Us = span(es, es)
0 00 11 V=R’=U1 U DU

A karakterisztikus polinomja
ka(x) = (x®> —4x +8)(4 — x)(x> —x —2) = —(x = 2)3(x + 1)(x — 4),
és a minimalpolinomja

ma(x) = [(x = 2)%, (x —4), (x =2)(x +1)] = (x=2)*(x+1)(x—4).

25)



Altalanositott sajatvektorok



Eléfordul, hogy egy A € K™ matrixnak minden sajatértéke K-beli
(azaz ka(x) linedris faktorokra bonthaté), mégsem diagonalizdlhaté a

matrix, mert nincs elég sajatvektora.

Az

1 0
A=10 1
0 01
matrixnak 1 az egyetlen sajatértéke, de a sajataltere, azaz A — |
nulltere, csak 1-dimenziés.
Viszont minden v € K3 vektort 0-ba visz az (A — /) egy alkalmas
hatvanya, mar a kdbe is, mert A karakterisztikus polinomja (x — 1)3.

26



D Altalanositott sajatvektorok és sajataltér
A v # 0 vektort az A € K"*" matrix \ sajatértékéhez tartozd
altalanositott sajatvektoranak nevezziik, ha valamilyen k pozitiv
egészre (A — \)kv = 0.
A altalanositott \-sajataltere

Vy={ve K"|3k>0: (A=) v=0}.

Egy v € V) vektor \-hosszanak fogjuk nevezni azt a minimalis k
szamot, amelyre (A — A/)kv = 0.

Nyilvan: V\ < Vy < K", és V) nemnulla vektorai (azaz a A-hoz
tartozé sajatvektorok) éppen a V) azon elemei, amelyeknek a

A-hossza 1.
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A (1) Vy és V) A-invarians alterek V = K™-ben.

(2) V\-ban a vektorok maximalis A\-hossza a \ gyok multiplicitisa az
A miniméalpolinomjaban.

B (1): (A—M)kv=0= (A—\)K(Av) = A(A— \)kv=A0=0
(2): Legyen ma(x) = (x — A\)Ph(x), ahol h(\) # 0, és v A\-hossza k.
Ha k > b, akkor m(x) | (x — A\)¥"h(x) = (A — M)*"Lh(A)v = 0, de
a h(x) = (x — A\)g(x) + r maradékos osztassal (ahol r # 0 konstans)
(A= ADF"Th(Av = (A= ADkq(A) + r(A— A)k—tv £ 0 ¢
Masrészt (A — M)P~Lh(A) # 0 = 3v: (A — N)P~1h(A)v # 0, de
(A— X)Ph(A)v = m(A)v = 0 = h(A)v € Vy, és a \-hossza b.

K Vy=N((A—- X5 = N((A— )b+ = ... ha b a A multiplicitasa
ma(x)-ben.

Mj Be fogjuk latni: V = @V, ha ka(x) lineéris faktorokra bomlik.
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T Minimalpolinom relativ prim tényezokre bontasa
Legyen A € K™, ma(x) = f(x)g(x), ahol f(x),g(x) € K[x]
relativ prim normalt polinomok. Ekkor

A~ [(B) ((j ahol mg(x) = f(x), mc(x) = g(x).

B Jeldljiik az x — Ax transzformaciét is A-val, és legyen V = K",
U = Kerf(A), W = Kerg(A). Lattuk koradbban, hogy ekkor U és W
A-invariansak. Belatjuk, hogy V =U ® W.
UNW =0, azazU +W =USW: f,g rel. primek =
Jda(x), b(x) € K[x]: 1 = a(x)f(x) + b(x)g(x) = YWelUNW:
v=Iv=a(A)f(A)v+ b(A)g(A)v = a(A)0+ b(A)0 =0
Img(A) <U, (és Im f(A) < W): Vg(A)v € Img(A):
f(A)g(A)v=m(Alv =0 = g(A)v € Kerf(A) =U
V=U-+W: n=dimlmg(A) + dimKerg(A) < dimU + dimW =
dim(U @ W) < n= végig=van =USW = .
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Tehdt V =U & W és a B = By LI By bazisban A matrixa [g (C)l
Ekkor B az Al,, matrixa By-ban, C az A|,,, matrixa Byy-ben.
U = Ker f(A), W = Ker g(A) = f(A)(U) =0, g(A)(W) =0,
f(B) O |, g(B) O
A =
0 f(C)] slels=1"0" o) =
f(B) =0, g(C) = 0 = ma(x) | f(x), mc | g(x).
De f és g relativ primek =
f(x)g(x) = ma(x) = [ma(x), mc(x)] = ma(x)mc(x) | f(x)g(x). igy
a fokokra = van, tehat mp(x) = f(x) és mc(x) = g(x).

tovabba [f(A)]g = [

Mj A tételben az ilyen felbontashoz tartozd U és VWV alterek

egyértelmiiek, ugyanis ha V = U’ & W' masik ilyen felbontas, akkor
f(B)Y=0= f(AU =0és g(C") =0 = g(AW' =0, ezért

U < Kerf(A)=U és W < Kerg(A) =W, igy

dimU’ +dimW = n=dimU +dimW miatt U’ =U és W = W.

30



T

P

Ha A € K™ "_re
(=1)"ka(x) = (x = A1)™ -+ (x — Ag)*

ma(x) = (x — )\1)b1 coa(x = /\k)bk,

ahol A1, ..., Ak kilonbozo sajatértékek, akkor A hasonlé egy olyan
blokkdiagonalis diag(B1, ..., Bk) matrixhoz, ahol

kg, = (—1)%(x — Xs)* és mp, = (x — A\s)> (s =1,2...,k).

S

Az el6z6 tétel tobbszords alkalmazasaval kapjuk a felbontast.

A min.pol. az el6z6 tételbdl. Kar. pol.: ka(x) = kg, (x) - - - kg, (x), és

a min.pol.-okbdl kovetkezik, hogy Bs-nek \s az egyetlen sajatértéke,

igy kp,(x)-ben As multiplicitasa as.

Emlékeztetd: dim V) a A geometriai multiplicitasa

V = @V, és dim V) a \ algebrai multiplicitasa.

A korabbi tételbeli egyértelmiiség miatt a diag(B4, ..., Bk)

felbontashoz tartozé alterek csak a Vy, = Ker(A — \s/)® lehetnek, és
ezek dimenzidja a karakterisztikus polinombdl kovetkezéen as. 31



P Hatérozzuk meg az aldbbi A matrix altaldnositott sajataltereit, és
irjuk fel A-t egy a @%\, felbontashoz tartozd blokkdiagonalis alakban!

-1 -1 1
A=|-2 -1 1
—4 -3 3
m Lathaté, hogy r(A) =2, igy a 0 sajatérték. dimVy =
Ker A < KerA2 -+, ahol IeaII (A rangja nem fogy) az a ;.
11 =2,r(A?) =1, r(A) =1
A2 = 00 KerA2 =span((—1,1,0),(1,0,1))
-2 2 Se 0,0, A3, tr(A)_1=>)\3_1
Vl Vl - span ) 7 1 :1 8
B ={(-1,1,0),(1,0, ),(1,0,2)} bazisban: |,
1
A Bj blokk 0] is lehet, ha {Av, v} bazist valasztunk Vo-ban, 2

hosszi v-vel.
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T Diagonalizalhatésag minimalpolinomos feltétele
Tth. A€ K™, ka(x) lin. faktorokra bomlik K[x]-ben.
Ekvivalens:

(i) A diagonalizdlhaté K folott
(i) Vx = Vy minden ) sajatértékre

(iii) ma(x) minden gydke egyszeres.

B (i)<(ii): A diag.-haté < VA alg. és geom. mutliplicitasa egyenlé <
VA dimVy =dimVy < YA Vy = V), ui. V) > V) mindig igaz.
(i) (ii): Yy = Vi < Vy-ban a maximalis A-hossz 1 < a
minimalpolinomban A\ multiplicitasa 1.

F Diagonalizalhaté-e az A komplex matrix, ha A3 — A= /?

m ma(x)|x3 — x —1=: f(x), és
(f(x), f'(x)) = (x3—=x—1,3x2—1) = 1 = f(x)-nek nincs tbbszdrds
gyoke = ma(x)-nek sincs tobbszoros gyoke = A diagonalizalhaté.
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