Bevezetés az algebraba 2
— Jordan-normalalak
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Jordan-blokkok és Jordan-lancok



Nilpotens matrixok

A Tfh N € K™ nilpotens matrix, azaz van olyan m, hogy N™ = O.

Ekkor

(1) kn(x) = (=1)"x", és K" =V

(2) mp(x) = x¥, ahol k az altalanositott sajatvektorok maximélis

0-hossza.

(3) N diagonalizdlhaté <= my(x) =x <= N=20

(4) my(x) =x" —=

o = O

nxn



B (1): my(x) | x™ = 0 az egyetlen sajatérték = ky(x) = (—1)"x".
N™ =0 = minden v a 0-hoz tartozé altalanositott sajatvektor.
(2): Koév. abbél, hogy K" = V).
(3): Kév. abbél, hogy diag.-haté <= mp(x) = x¥-nak nincs
tobbszoros gyoke.
(4): <: Legyen J a jobb oldali matrix. Az ehhez tartozé {by,...,b,}
bazison az N hatdsa b, +— b,_1— b, >+ ---+— by — 0.
lgy b, n 0-hosszii alt. sajatvektor = my(x)-ben x kitevéje > n =
mpy(x) = x".

= Van olyan v, amelyre N"~1v # 0, N"v = 0 mindenképpen.

Erre U := span(v, Nv, ..., N"1v) N-invarians altér, és nem lehet
n-nél kisebb dimenziéjti, mert akkor N |;; min.polinomja x"~! osztéja
lenne, de N"~1v £ 0.

Az {N"1v,... N2v, Nv,v} bézisban a transzformacié matrixa éppen

a jobb oldali J matrix.



F Hogy néznek ki a tételbeli J méatrix hatvanyai?
m en»i>e,,_1»i>e,,_2'i>-~li>e1»i>0
Jt hatdsa ej — ej_¢, ha i > t, és e; — 0 kiildnben.
Jt elemei: 0-k, kivéve az 4tl6 folotti t. ferde 1-es sort.
= J71 = E1,, J7 = O. Ebbél is lathats, hogy m,(x) = x".
F Van-e minden k < n-re olyan N € K™ nilpotens matrix, amelynek a
minimalpolinomja x*?
m Igen, példaul egy olyan blokkdiagonalis méatrix, amelynek egy

K minimélpolinomd matrix mint az

diagonalis blokkja egy k x k-as, x
elézé allitas (4) pontjaban, a tobbi pedig nulla (vagy legféljebb ekkora

hasonlé tipusi matrix).

01 00 O
0 01/00
P AZN=|0 0 0|0 0 | matrixra my(x) = [x3,x%] = x53.
0 0 0j]0 1
0 0 0|0 O



>

A-blokkok

Lattuk, hogy ha egy A € K™ minden sajatértéke K-beli, akkor a
matrix alkalmas bazisban olyan blokkokbdl allé blokkdiagonalis
matrix, amelyeknek minimalpolinomja (x — A\)* alakd, ezekhez a
blokkokhoz tartozé A-invaridns alterek pedig A altalanositott
sajatalterei. Lehet-e egy ilyen blokkot még tovabb bontatni?

Ha v egy k A-hosszlisagl altalanositott sajatvektor, akkor v benne
van egy k-dimenziés invarians U < Vy altérben, és A |, méatrixa
hasonlé az alabbi “majdnem diagonélis” matrixhoz:

A1 0 0 0]

0O N1 ... 00 Forditva: ha egy U invar. altéren

0 0 \ 0 0 a transzf. ilyen matrixd, akkor
JEHE . U < Vs, és van benne

S k A-hosszii 4lt. sajétvektor, igy

0 0 O Al a my(x) = (x — A)~.

0 0 O 0 A

- S kxk



D Jordan-blokk
Az olyan négyzetes matrixot, amelynek atléjaban végig A, atldja
folott végig 1, mindenhol mashol 0 elemei vannak (mint az el6z6),
Jordan-blokknak vagy Jordan-A-blokknak nevezziik.

B A=A\l A=l A=\l A=l
0 «—— w . Vi1 —— V=V

U = span(vy,...,vk) invaridns N = A — Al-re, igy A= N + Al-re is,

és A |y min.pol.-ja (x — A\)X, fgy dimU > k, tehat a v;-k ftin-ek, és

(A= Al) |y méatrixa a v1,..., v, bazisban a k x k-as Jy Jordan-

0-blokk, A |, matrixa pedig a k x k-as Jo + Al Jordan-A-blokk.

Forditva: N = J — A/ nilpotens, az utolsé baziselem N-re k

0-hosszlisagl alt. sajatvektor. = mpy(x) = x5 = my(x) = (x — M)k
D {vi,v2...,vk} C V) Jordan-lanc, ha

A=)l A=)l A=l A=)l
0 «—— w; Vil —— V=V

Cél: belatni, hogy az A matrix hasonl6 egy Jordan-blokkokbdl all6
blokkdiagonalis matrixhoz, azaz V = K"-nek van Jordan-lancokbdl
allé bazisa.



D Jordan-matrix:
Olyan blokkdiagonalis matrix, amelynek diagonalis blokkjai nem
feltétleniil kiilonb6zo6 sajatértékekhez tartozé Jordan-blokkok.

egy harom diagonalis blokkbdl 4ll6 Jordan-matrix, két 2-blokkbdl és
egy 3-blokkbdl all. (A diag. blokkokon kivili 0-kat nem irtuk ki, hogy
jobban latsszon a blokkszerkezet.)

P A diagonalis matrixok is Jordan-matrixok csupa 1 x 1-es blokkal.



T Jordan-tétel

Tth A€ K™, és ka(x) linedris tényezbk szorzatara bomlik K folott
(azaz minden gyoke K-beli). Ekkor A hasonlé egy

Jh O ... O
O ,hL ... O
O 0 ... Jn

Jordan-matrixhoz (a matrix Jordan-féle normalalakjahoz), és ez a
normalalak a diagonalis blokkok sorrendjétdl eltekintve egyértelmi.

(Biz. késdbb)

K Algebrailag zart K test esetén minden A € K"*" matrix hasonl6 egy
Jordan-matrixhoz, azaz minden lineéris f : Vi — Vi
transzformaciéhoz van olyan bazis, melyben a métrixa Jordan-métrix.



Mj Minden K testhez van olyan L > K test, amely algebrailag zart, igy
minden matrixnak van Jordan-normalalakja legaldbb egy bovebb test
folott.

Mj Ha K < L testek, A, B € K™" és A~ B az L folott, akkor K folott
is hasonlék: ha az XB = AX n?-véltozés linearis egyenletrendszer
paraméteresen felirt (K-beli egyiitthatés!) megoldasanak van olyan
behelyettesitése L-ben, amelyre | X| # 0, akkor K-ban is van.

P Bizonyitsuk be Jordan-normaélalak segitségével, hogy A ~ AT

m A~ J=diag(Jh,...,Jk) a B=ByU...UUBy bazisra val6 attéréssel.
Legyen B! a B; forditott sorrendben. Ekkor az A matrix a
B'=BjU...UB, bazisban JT, tehdt JT ~ J. Legyen A= PJP! és
JT = QJQ™L. Ekkor

AT _ (Pfl)TJTPT _ (Pfl)TQJQflpT — (Q*lPT)flJ(QflpT)
~J~ A



F A Jordan-tétel alapjan hany paronként nem hasonlé matrix létezik,
amelynek a karakterisztikus polinomja k(x) = (x — 1)*?
m Annyi, ahany [ényegesen kiilonb6z6 4 x 4-es Jordan-matrix,

amelyeknek az 1 az egyetlen sajatértéke.

HOo O O Lo o o

© ©o o+ o oo r

4=1414141=24+14+1=242=3+1=4
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Jordan-normalalak meghatarozasa a
bazis megadasa nélkiil



T Jordan-alak és a kar.pol., min.pol., dim )V, kapcsolata
Legyen A € K™", ka(x) = (—1)"(x — A1) -+ - (x — Ax)%,
ma(x) = (x — A1)Pr - (x — Ak)P%, ahol A1, ..., A kiilonbozok.
Legyen J az A-hoz hasonlé Jordan-matrix. Ekkor
(1) aj a J Ai-blokkjainak ésszmérete,

(2) b;i a J Aj-blokkjainak maximalis mérete,

(3) dimVy, a J Jordan-\;-blokkjainak szama

B Egy k x k-as Jordan-)\-blokk kar. pol.-ja (A — x)*, min.pol.-ja
(x — Ak
(1) és (2) kovetkezik abbdl, hogy ka(x) = ky(x) a blokkok
kar.pol.-janak szorzata, ma(x) = my(x) pedig a min.pol.-ok legkisebb
koz6s tObbszorose.
(3): J — Al sorai Iépcsés alakiiak, ha a A-blokkok utolsé, 0-va valt,
sorait a matrix aljara gylijtjik = dimN(A—X)=n—r(A— )

= n — r(J — Al) a Jordan-A-blokkok szdma. 1



K Ha A karakterisztikus polinomjanak minden sajatérték < 6-szoros
gyoke, akkor a fenti tétel segitségével meghatarozhatd a
Jordan-normaélalak.

P k(x)=—(x—2)5 m(x) = (x —2)?, dim Vo, =3. Mi a
Jordan-normalalak?

m 5=2+2+41 az 5 egyetlen olyan felbontasa, ahol 3 poz. egész
Osszeadandé van, és 2 a legnagyobb.

«

Il
o o oo N
o o olN ~
o|lo v|o o
o|lv H|lo o
NjOo o o o




F k(x) = —(x—2)% m(x) = (x —2)3 dim V, =3
m 5 =3+ 1+1 az egyetlen haromtag( felbontas, amelyben 3 a
legnagyobb tag.

O O/ o o N
o oo N =

0
0
0
2
0

F Hatarozzuk meg az alabbi A méatrix Jordan-normalalakjat és
minimalpolinomjat!

10 2 1
A 011 -1
0 01 1
000 2
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m ka(x) = (x — 1)3(x — 2). Kérdés: hany 1-blokk van? dim V; =?

0 0 2 1 0 01O
1 -1 1
A—I= U0 > 000 rangja 2 =
0 0 O 1 0 0 0O
0 0O 1 0 00O

dim V) =4 —2 =2 = 2 darab 1-blokk. = 1-blokkok: 3 =2+1

A~ 01 = ma(x)=(x —1)*(x —2)

14



T

Jordan-blokkok mérete rangsorozatokbol
Hogyan allapithatjuk meg a Jordan-blokkok méretét altalanos eseben?

(1) Egy k x k-as nilpotens Jordan-blokk (azaz Jordan-0-blokk)
hatvanyainak rangja:
=N | N | N VR N
rang‘ k ‘k—l‘k—2‘...‘0‘ 0 ‘
(2) Egy k x k-as nem nilpotens Jordan-blokk hatvanyainak rangja k,

mert a blokk invertalhaté
(3) Egy J Jordan-matrixra
dy := r(J571) — r(J¥) a J-ben levd legalabb k x k-as
Jordan-0-blokkok szama
(4) Egy J Jordan-matrixra
ng = dyx — diy1 a J-beli k x k-as 0-blokkok szama
(5) J— Ml-re (4), (5) megadja a A-blokkok méreteit.

15



B (1): N hatvanyai is redukalt 1épcsés alakiiak, de mindegyik eggyel
kevesebb 1-est tartalmaz, mint az el6z6, amig el nem éri a O matrixot.
(2) v
(3) A diagonalis blokkok rangja 6sszeadddik, sét, a matrix [épcsés
marad a hatvanyozasnal, ha a 0 sorokat a matrix aljara vissziik.

Azoknak a nilpotens blokkoknak a mérete csokken eggyel, amelyek
még nem nullazédtak ki a k. hatvany elott.

(4) A (3)-bdl v
(5) J — Al is Jordan-maétrix, ahol az eredeti \-blokkokbdl lesznek a
0-blokkok.

K Tetszéleges A matrixra a tétel (3)—(5) pontjai megadjik a
Jordan-normalalak blokkjainak méretét, mert az A polinomjainak
rangja invarians a hasonlésagra nézve.

16



P A e C19%10 )\ 10-szeres algebrai multiplicitast sajatérték. Az
re = r((A— AN¥) rangok rendre r1 =5, n =2, s =1, r; = 0. Irjuk
fel A Jordan-normalalakjat!

m A rangok csokkend sorozatot alkotnak, igy 0 =r5 =rg =-- -,
masrészt rp = r(l) = 10.
A tétel szerint a rangok (0.-tdl kezdett) sorozatanak masodik
differencidi adjak az adott méretii A\-blokkok szamat.

. ]

kK 0 1 2 3 4 5| 21

re 10 5 2 1 0 0|— 3

dy 5 g 1 1 0 T

- 2 2 0 1 5
L P

17



P Ac CY¥ sajatértékei A = 3,2, 1.
A — 3/ hatvanyainak rangja rendre: 12, 11, 10, 9;
A — 2/ hatvanyainak rangja rendre: 12, 10, 9;
A — | hatvanyainak rangja rendre: 11, 10.
lrjuk fel a Jordan-normalalakjat!
m n = 14, a multiplicitdsok a hatvanyok alapjan 3-é > 5, 2-é > 5, 1-é
> 4. Ezek Osszege 14, igy mindeniitt egyenldség all, ezért nem
csokkennek tovabb a rangok.

A=3:

k0 1 2 3 4 5

ne 14 12 11 10 9 o _ m=1
di 2 1 1 1 0 m =
Ny 1 0 0 1

18



k 0 1 2 3 4
n3 =1

\— o e 14 12 10 9 9 N 3

dy 2 2 1 0 ="

ng 0 1

k 0 1 2 3

np=1

\— 1 re 14 11 10 10 N 2

d 3 1 0 ny =

ng 2 1

- _
31
31
3
3
21
Osszefoglalva: J = 2
21
11
1
- 1_

19



Mj Ha (A — A)*~1 valamely lépcsSs alakja L, akkor (A — \/)¥ 1épcsés
alakjat egyszerlibb az L - (A — \I)-bdl szdmitani, mivel L kiszdmolasa
csak elemi matrixokkal valé balrdl szorzast jelent, azaz

L-(A=X)=E-(A= XD (A=) =E- (A=)~
Mj Ha my a X\ algebrai multiplicitasa, és s a legnagyobb A-blokk rendje,
akkor r((A—AI)°) = n— my.
Mj Ha a rangok csokkenése eléri az 1-et, azaz dy = 1, akkor — mivel a

dj sorozat monoton csokkend — a rangok sorozata 1-esével csokken
addig, amig el nem éri az n — m) értéket.

20



P A rangok szamitasa: Mi a Jordan-normalalakja a kév. matrixnak, ha
k(x) = —(x — 1)*(x +1)?

7 —2 -8 0 -3
—4 -1 —4 0 -2
4 1 6 0 1
0 0 01 O
(8 3 9 0 4
m A= —1: 1db 1 X 1-es blokk v/
A=1:r(A—1) szdmitésa
o2 w0 P10 g 5
N e R
o -1 1 0 -1

8 8 9 0 3
(kivételesen kihagyjuk a nulla sorokat)

=nrn=3



r((A— 1)) szdmitasa

-8

2 3 0 0] | -4
lO 1 -1 0 1] 4
0 2 0 -1 0
8

2 0 1 0 1
01 -1 0 1

(=rm=1mertr>5-4=1)

Innen a tablazat:

=2
-2
1
0
3

-8
—4
5
0
9

o O O © o

}:>r2:2:>r3:1

—4
0
0

-1
0
—1

k 0 1 2 3
n 5 3 2 1
di 2 0
B 1 0 1

1db 1 x 1-esés 1 db 3 x 3-as 1-blokk van.

= o Rk

o O ©

=8
0
-1



A Jordan-tétel bizonyitasa




Emlékeztetd:
(Jordan) Tfth A € K™, és ka(x) linedris tényezék szorzatara bomlik
K folott (azaz minden gyoke K-beli). Ekkor A hasonlé egy

Jh O ... O

O ,L ... O
J=1. . . e

O O ... Un

Jordan-matrixhoz (a matrix Jordan-féle normalalakjahoz), és ez a
normalalak a diagonalis blokkok sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.
Az egyértelmiiség kovetkezik abbdl, hogy az r((A — A)K) rangok
meghatarozzak a Jordan-blokkok méreteit.

A létezéshez azt kell belatnunk, hogy K"-nek van Jordan-bazisa, azaz
olyan bazis, amely diszjunkt Jordan-lancok unidja. Mivel K" = 6}]\9%\,

elég a Jordan-lancokat egy Vy-ban megkonstrualni.
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Icmfl
ICm—2
Ki=Vy
ul Z/{Z L{m,2 umfl um

A=Al A=Al A=Al A=Al
0 & o & o <

A=Al A=Al A=Al A=Al
0 & o & | o

A=A A=Al A=Al
0 &~ o ¢ o o ||——| o

A=\l A=Al
0 & o & | o

Terv: legyartani a Jordan-lancokat a leghosszabbaktdl kezdve. Tth. m
a maximalis \-hossz V-ban, azaz K; := Ker(A — \l)'-re

0<K1:V)\<IC2...</Cm:)_))\

24



Ki-ben a Ky \ Km—1-bél, K1 \ Km—2-bdl, ... érkezd lancok szemeit
egészitjuk ki 0j IC; \ KCj_1-beliekkel gy, hogy fliggetlenek maradjanak.
Ehhez minden Kj-ben keresiink egy U; < IC; alteret gy, hogy
/C,' = ’Ci—l @U,-, és (A - )\/)U,'_H < u,'.
Ekkor a KCj-ben indulé lancok kezddszemei az (A — A\)Uj41 altér
Ui-beli direkt kiegészitojének bazisat adjak.
llyen U; alterek léteznek:
Lefelé mend indukciéval i-re. K, = Km_1 © Uy, van.
Ha IC,'+1 = K; @ Ujy1, akkor
(A= AUit1 < K, mert
(A= ADI(A=M)Uis1 < (A= AT =0, és
(A = )\/)Z/{,'+1 NKCi—1 =0, mert
ha benne van v = (A — Al)u valamely u € U;1-re, akkor
0=(A-A)"YA=XNu=(A-A)u=
ue KiNUiy1 =0=v=0.
Ezért H(A )\I)Z/ll—i-l U <K, hogy Ki=Ki-1 ®U;.

25



]_7)\ =oU;,

ugyanis Vy = Km = Km—1 ®Um = Km—2 ®Um—1 ®PUm = -+ =
Ko®Ur @ QUn=Ur D - DUp.

(A= XI) ¢4 Ui — U injektiv,

mert Ker(A—X)NUip1 =K1 N Uit < KiNUip1 =0,

tehat az U;-nek egy B; bazisat valaszthatjuk gy, hogy az

(A — A)B;;1 fuggetlen vektorrendszert egészitjik ki (a kiegészitd
lancszemek kezdenek 1j Jordan-lancokat).

A By =By UByU...B,, rendszer bazis lesz Vy-ban, mert V) = &U;,
és ez a B) a konstrukcié miatt Jordan-lancok unidja.

l[gy B = UB, Jordan-bazis az A matrixra nézve, azaz ebben a
bazisban az x — Ax transzformacié matrixa Jordan-matrix, az A

Jordan-normaélalakja.
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P Adjuk meg az alabbi A méatrix Jordan-normalalakjat és egy
Jordan-bazist!

11 0 2
01 -1 0
00 10
m ka(x) = (x — 1) 00 L
01 0 2
A_l_00—10W0102.(£:>/)00—10W
oo 00 0010 00 00
00 00O

[0010}(){0000}

Pirossal az egyes (A — I)-hatvanyok (0 sorok nélkiili) redukalt |épcsds
alakjat jeloltik.
ko Jo 1 2 3 4

1100
r((A= Nk | 4 2 1 0 0 g(4)= 0110
dk 2 1 1 0 0010
ny 1 0 1 0 0 0 1

27



A Jordan-bazis kiszdmolasa:

01 0 2
00 1 0 00 0 0
0 010
K1 = span(er, (0,—2,0,1)) K, = span(e,ez,e;) K3 =R*
V) = R4
[—1] 0
A—I 0 A—| -1 A—| 0
0 < 0 — 0 A 1
o) 0 0
.
-2
0o &1 )
- 1_

28



Tehat a Jordan-bazisra valé attérés matrixa:

Ellen6rzés:

29



F Hozzuk Jordan-normalalakra az alabbi matrixot!

m ka(x) = —(x — 1)3x2.

A — Al hatvanyainak red. 1é

0 1 0
rref (A—1)= |0 0 1
0 0 O
1 -1 0
0 01
fA=
rre 0 0 G
0 0 0

0
0
1

0

O O O O

pcsds alakja (a 0 sorok nélkiil)

01
0 0

1

0
0
1

=l

o O O O

0 01
2 -11
1 0 0
0 11
0 00

rref (A—1)?

rref A2 =

Mindkét rangsorozat stabilizalédik ezutan.

O O =

|
o o m

o~ O

-2 1 0

= O O

0 01

=i
0
1

|
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Az A matrix Jordan-normaélalakjdban egy 1 x 1-es és egy 2 X 2-es
1-blokk és egy 2 x 2-es 0-blokk van:
11

01

J(A) = 1
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A V;-beli Jordan-lancok kiszamitésa:

01 0 0 0

wef (A=) = [0 0 1 -1 0 rreff(A_,)z:[g L2l g]
0 0 O 0 1

K1 = span(e1, (0,0,1,2,0))

K2 = span(es, (0,2,1,0,0),(0,-1,0,1,0)).

1] o
0 -1
0 & 0 ﬂ 0
0 1
0] 0
-
0
| pantt 1
2
_0_
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A Vy-beli Jordan-lancok kiszamitasa:

1 -1
00(1)88 L -1 00 -l
rref A = mef A>=10 0 1 0 0
0 00 10
0 000 1 U

K1 = span((1,1,0,0,0)) KC» = span((1,1,0,0,0),(1,0,0,—1,1))

Vo
2 1
2 0
o0& 0 A 0
0 -1
0 1
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bazisban az A matrix

0

AB=

alakd.
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Matrixok hasonlésagi osztalyai




F Melyek hasonléak az alabbi matrixok kozil? A hasonlékhoz adjuk

meg az atkonjugalé matrixot!

0 1 2 111 3 11 1 00
A=1|1 o0 1|,B=|1 1 1|,C=|2 o0 1|,D=12 1 0
1 -1 0 111 -2 -3 0 0 -1 1

m Nyomok: 0,3,3,3 = A nem hasonlé a tobbihez.

det B=0,dedetC =detD =1 = B sem.
C és D hasonlok-e? Mi a karakterisztikus polinomjuk?
|C—xl| = —x3+3x2-3x+1=—(x—1)3=|D— x|
Tehat minden sajatértékiik 1. Megegyezik-e a Jordan-alakjuk?
r(C—1)=2=r(D—1), igy a sajatalteriik 1-dimenziés = a
Jordan-alakjuk egyetlen Jordan-blokkbdl all =

110

C~D~J=10 11
0 01
35



A C-bdl D-be atkonjugalé matrix helyett mindegyikhez keresiink
Jordan-bazist, igy megkapjuk a C ~ J ~ D atmenetet.
R3 = Vy, és egyetlen Jordan-lanc kell, tehét elég egy olyan vektort

keresni, amelynek az 1-hossza a maximilis 3, azaz v & Ker(C — l)2,
illetve w ¢ Ker(D — /).

2 1 1 4 -2 2
C—I=|2 -1 1|, (C-DN>=|0 0 0]~
2 8 i -8 4 —4
1 -1 ;l:>
Ker(C — 1)* =span((1,2,0), (—1,0,2))
0 00 000
DI{2 0 o, (D-1?=| 00 0f~[10 o=
0 -1 0 —2 0 0

Ker(D — 1)? = span(e, e3)

C-hez v = e; és w = e; Jordan-lancot general C-hez, illetve D-hez.

36



0= (4,0-8) <L (2,2 2)&(100)

0<2=L (0,0,-2) =L (0,2,0) =L (1,0,0)

4 2 1 0 0 1
P = 0 2 0| -val és Py = 0 2 0f-val
-8 -2 0 -2 0 0
P 1CPy = J és PyDP, = J, tehat P = PyPy*-zel P~1CP = D.
4 2 1/ |0 0 -=-1p 1 1 -2
Ellendrzés: P1Py'=1 0 2 o[ |0 Y2 o0[=1[0 1 0
-8 -2 0|1 O 0 0 -1 4
1 —12 1p 3 01 1ff1 1 -2
P-1CP= |0 1 0[] 2 o0 1] 0 1 0|=
0 Ya 14| |2 =3 0| |0 — 4
1 12 101 1 -2 1
=2 0 10 1 o0[=|2 1 0/=D
0 —3/a Ya| |0 -1 4 0 -1 1



P Hasonlésag erejéig hany olyan 3 x 3-as komplex A matrix van, melyre
A3 = A%?

m ma(x) | x3 —x 2

2 = x2(x — 1) = ma(x) lehet x, x — 1,x(x — 1), x

vagy x?(x — 1).

Az els6 két esetben csak A = O, illetve A = [ lehet. A a harmadik
esetben is diagonalizdlhaté, mert a minimalpolinomnak nincs
tObbszoros gyoke, a sajatértékei pedig 0 és 1.

Ez két lehetSséget ad: A ~ diag(1,1,0) vagy A ~ diag(1,0,0).

Ha my(x) = x2, akkor 0 az egyetlen sajatérték, és 2 x 2-es a

01 0
legnagyobb Jordan-blokk, igy A~ |0 0 0].
0 0 O
Ha ma(x) = x?(x — 1), akkor Jordan-normélalak egy 2 x 2-es
0 1 0
0-blokkbdl és egy 1 x 1-es 1-blokkbdl all, igy A~ [0 0 O0f.
0 0 1

Tehat hasonlésag erejéig 6 ilyen matrix van. -



Gyokvonas és hatvanyozas




Gyokvonas

Igazoljuk, hogy minden invertadlhaté komplex matrixnak van
négyzetgyoke! Igaz-e ez a szingularis matrixokra is?

Elég Jordan-matrixokra belatni az allitast, ugyanis ha P71AP = J, és
J = B?, akkor A= PJP~! = PB2P~1 = (PBP~1)(PBP1). Sét,
feltehetd, hogy A egyetlen Jordan-blokk, mert a Jordan-matrixbdl
ezutan diagonalis blokkonként vonhatunk négyzetgyokot.

Tfh A #£0, p? = \ és

A1 o...0 ul ... 0

0O XN ... O 0 ... 0
A=~ N, om=| "

0 0 ... A 00 ... u

két n x n-es Jordan-blokk.
Megmutatjuk, hogy M? ~ A.
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M? = (ul + N)? = p21 4 2uN + N? = X + 2uN + N?,
ahol N az n x n-es nilpotens Jordan-blokk, azaz

(W2 21 0 ... 0
0 w2 2u 1
M2: 0 0 /,62

0 0 0 u? 2u
I 0 0 0 0 p2]
= k() = (A= x)", és r(M2 = XI) =r(2uN +N?) =n—1=a
sajataltér 1-dimenziés = a J-alak egyetlen Jordan-blokk =
3C: CIM?’C=A= (CIMC)? = A
Szingularis matrixnak nem feltétleniil van négyzetgydke. Pl. ha az

1
A= lg O] Jordan-blokk valamely B matrix négyzete lenne, akkor B

is nilpotens volna = kg(x) = x> = A=B?>=0¢
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Hatvanyozas

Lehet-e nem diagonalizalhaté méatrixokat a Jordan-normalalakjuk
segitségével hatvanyozni? Milyen egy Jordan-matrix hatvanya?
Blokkdiagonalis matrixot diag. blokkonként hatvanyozunk, tehat elég
egy n X n-es Jordan \-blokkra megnézni a hatvanyokat.

A = 0-ra tudjuk: az N nilpotens n x n-es Jordan-blokk k-adik
hatvanyaban a féatléval parhuzamos k-adik egyenesen vannak 1-ek,
mindenhol mashol 0. gy a Jordan-A-blokkra

k
k o
k k _ k—ipngi
A* = (N+ ) _E <i>)\ N

i=0
Ez azt jelenti, hogy a f84atléban végig ¥, folotte végig (ll‘)Ak_l,
folotte (12())\/(_2, amig vagy a k, vagy az n el nem fogy.
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P lrjuk fel a A = —1 sajatértékhez tartozé 5 x 5-6s A Jordan-blokk 3. és

Jk

30

6. hatvanyat

A3

[y

O O O O

=1

(

-3
3
-1
0
0

k) )\k—l

1
=8
3
=i
0

(e
(re-?

0
0
0

2

(s

O O O O =

(et (e
o (xe
0 h

-6 15 =20 15

1 -6 15 -20
0 1 -6 15
0 0 1 -6
0 0 1
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3 1 1
F Szémitsuk kia C=| 2 0 1| matrix 10. hatvanyat!
-2 -3 0
m A 35.-37. oldalon kiszamitottuk ennek a matrixnak a Jordan-alakjat

és Jordan-bazisat:

4 21 110
P=| 0 2 0lwval J=PCP=1|0 1 1| =
-8 -2 0 00 1
4 2 1|1 10 45 0 -2 -2
Cll=pjOp-1=10 2 0/|0 1 10/&[|0 8 0=
-8 -2 0|0 0 1 16 -8 8

201 80 100
20 -9 10
—-380 150 -—189
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