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Taylor-sorba fejtheto fiiggvények



Matrixhatvany

Emlékezteté: Egy J Jordan-)\-blokkra

e @t G
0 A (Nt e
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k = k —
0 0 0 N (DU (S P
0 0 0 A (et
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Ennek alapjan egy tetszoleges A matrix hatvanyai kiszamithatdok: ha
P=AP = diag(Ji, ..., Jm) Jordan-alak, akkor

Ak = Pdiag(Jf, ..., JK)P~L.

Vegyiik észre, hogy az atl6 folotti /. ferde vonalon all6 értékek
(Kyk=i = k(k=1)--(k=i+1) yk—i _ LD oy =

il

Tetsz. f(x) polinomra: az f(J) i. ferde sordban végig +f()()) all.



D Matrixsorozat hatarértéke
A e C™" (ke N) = klim A, =AecC"™" haVi,j:
—00
(Ak)ij = (A)jj-

lim
k—00
(Ez ekvivalens azzal, hogy mint n-dimenziés vektorsorozat tart A-hoz
mint n-dim. vektorhoz.)

D Matrixsor osszege:

00 N
S A, = A ha lim A = A
k=0

k=0 N— oo

o0
D Tfh. az f(x) fiiggvény hatvanysorba fejthets: > cpx.
k=0

Ekkor A € C"*"-re f(A) := i ci A, feltéve, hogy az utébbi
k=0
konvergens.



A Diagonalizalhaté matrix fiiggvénye
o0
Ha A € C™" diagonalizalhaté, és a sajatértékei az f(x) = 3. cuxX
k=0

sor konvergenciatartomanyaba esnek, akkor f(A) értelmezve—van, és
P=YAP = diag(\y, ..., An)-re f(A) = Pdiag(f(\1),...,f(A\,))P L.

N
B Ha P AP = D, akkor > c, Dk =

k=0
N k
Ci 0]
MY 0 P ) 0
> = — -
k=0 k N
0 Ak o 8o 0 FO)

k=0
ha N — co. Tehdt (D) = diag(f(A1),...,f(A\n)). =
N N
S Ak =P (z cka> Pl PF(D)P~! =
k=0 k=0
= Pdiag(f(\1),...,f(\,))P L.



P =% 1ix" A= L 2, et =7
" 4 3

m ka(x) = x% —4x —5=(x —5)(x + 1)
Sajatvektorok A\ = 5-héz (1,2), A = —1-hez (—1,1).

i il 111
A= PDP ! = N E
2 1|0 —-1/3|-2 1
Aot 1 e 0|1 1 1] [e —e'f1[ 1 1]
2 1|0 el[3|-2 1| |25 el |3|-2 1|
1 e +2e ! S_el
326> —2e71 2e5 47t




T Jordan-blokk fiiggvénye
Ha A benne van az f(x) = E G

konvergenaatartomanyanak beIseJeben akkor a

Aol
=1 - Jordan-blokkra  3f(J), és
-
A nxn
) AF0) AP
(=] 0 O



o m _ (k) NE) =
B mZ::oCmJ Z Cm(z kl( V) x=a N)

k=0

k=0
tehat az atl6 folotti k. ferde sorban az elemek:

s (k)
m
w2 em(X™)Y [=a= (%)
m=0
Mivel X a konvergenciatartomany belsejében van, a szumma és a
derivalas felcserélheto.
_ 1 r(k
= ﬂf( ().

@ =4 (L amm)” )

Ha A € C™" spektruma benne van az f(x) = 3 cxx*
konvergenciatartomanyanak belsejében, akkor 3f(A), és ha

P~YAP = diag(Ji, ..., Jm) Jordan-matrix, akkor

f(A) = Pdiag(f(J),...,f(Jn))PL, ahol az f(J;) blokkok az el6z8
tétel szerint szamolhatok.




F A Jordan-féle normélalak segitségével hatarozzuk meg az alabbi A

métrixra az A", e/ és €3 métrixokat!
2 3 9
A= |0 2 0
0 0 -5
m ka(x) = —(x —2)?(x +5).
A Jordan-lancok: A\ = 2-hoz
0 3 9
01 0 (aA—2n [0 O O
A-2]| = > — 0 0 1
000 {001] [00—7]W{ ]
0 0 —7
K1 = span(e;) K2 = span(ey, ep)
0 (A—21) 3e, (A—21) e
A = —5-hoz:
0 LA (-9,0,7)
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Matrixfliiggvények kiszamitasa
Hermite-polinommal




Eszrevételek
1. J =X+ N & C"™" Jordan-blokkra

00 n—1
f(J) = EO%N)(A)M =z HEO(A)NK, mert N" = O, és igy

=l
FU) =3 EFI(N)(J = ANk a J-nek < n— l-edfokd polinomja.

2. Altalaban is, f(A) felirhaté A polinomjaként, ui. a hatvanysorban
szereplé nagyobb A-hatvanyok kifejezheték az ma(A) = O
egyenlet alapjan az I, A, A%, ..., A%€™=1 |in_ komb.-jaiként.

3. Az f(A) Jordan-alakbdl valé kiszamitasabdl lathatjuk, hogy csak
az f(\;), F'(\), ..., FB=D(\;) értékeket kell tudnunk f(A)
megadasahoz, ahol ma(x) = (x — A1) - (x — Ax)P. Tehat ha
p(x) olyan polinom, amelyre F(()\;) = p(O(\;) Vi=1,... k,
Vt=0,1,...,b; — 1, akkor f(A) = p(A).

4. A 3. alapjan altalanosithatjuk f(A) def.-jat minden olyan fv.-re,
amelyekre \;-kben léteznek a megfelel6é rendli derivaltak.
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D

Spektrumon definialt fiiggvény

Legyen A € C"™*" spektruma {1, ..., Ak}, és a \; sajatérték
multiplicitdsa a minimalpolinomban b;.

Az f fuggvény definidlva van az A spektruman,

ha 3IFO(N) (j=0,1,...,b; —1,i=1,...,k).

Ezek az értékek az f értékei az A spektruman.

Mj ma(x) értékei az A spektruman mind 0-k, mert ha \; egy polinomnak

A

B

bi-szeres gyoke, akkor az 1.,...,(b; — 1). derivéltjanak is gydke.
p, g € C[x] polinomokra és A € C™" matrixra:

p(A) = q(A) & p és q az A spektruman megegyeznek.

Legyen h(x) = p(x) — a(x) € C[x].

p(A) = a(A) © h(A) = 0 © ma(x) | h(x)

< h-nak a \; legalabb bj-szeres gyoke Vi-re

& hU(\) =0 V0 < j < bj — 1-re és Vi-re

< pU(N;) = qUV) () Y0 <j < by — 1-re és Vi-re.
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D Ha f definidlva van A spektruman, és p(x) € C[x] olyan polinom,
amely az A spektruman megegyezik f(x)-szel, akkor f(A) := p(A).
(Az eléz6 allitas miatt ez jol van definidlva, ha van ilyen polinom.)

T Hermite-interpolacié

Legyen K < C test, legyenek A1,..., A\ € K kiilonbozdk, és f; € K
(i=1,...,k, j=0,...,b — 1) adott értékek, ahol 3" b; = m.
Ekkor 3! p(x) € K[x] polinom, amelyre degp < m—1, és

pO(N\;) = f; Vi, j.

B Ap(x)=co+cix+ ...+ cm_1x™ ! polinom ismeretlen eh-ira a
feltételek egy lin. er.-t adnak, m x m-es M egyiitthatomatrixszal, és
f = [fij]lmx1 konstans oszloppal: Mc = f.

Ha f = 0, akkor az er-nek csak trivialis megoldasa van, ui. ha p(x)
megoldas, és nem a 0 polinom, akkor pU)()\;) =0 Vi,j =
Ai legaldbb bj-szeres gyoke p(x)-nek = degp(x) = > bi=m?¢.

lgy |M| # 0 = Mc = f-nek 3! megoldasa Vf-re.
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K 3f(A) minden olyan f-re, ami értelmezve van az A spektruman.

Mj 3 a Lagrange-interpolaciéhoz hasonlé explicit képlet az
Hermite-polinomra, de a bizonyitasban szerepl6 egyenletrendszerrel is
meg lehet hatdrozni a polinomot.

Mj Nem kell feltétleniil ismerni a minimalpolinomot az f(A)
kiszamitasara, lehet a [](\; — x)? karakterisztikus polinom alapjan és
az fO(\,) (j=0,...,a; — 1) értékekhez keresni az interpolaciét. Ez
tobb feltételt jelent, és esetleg magasabb fokl polinomot kapunk, de
ez is ugyanazt a p(A)-t adja.

P Az Hermite-interpolacié nem miikédik tetszbleges test folott.

Pl. a K = Z» test folott a

p(1) =1, p'(1) =0, p”(1) = 0-ra 1 és x? is megoldas,
p(1) =1, p/(1) =0, p”(1) = 1-re nincs megoldas (magasabb fokd

sem).
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11
P Szamitsuk ki az A = [ 3] méatrix 10. hatvanyat

Hermite-interpolaciéval!
m ka(x) = (x —2)2, és A # 2] = ma(x) = (x — 2)°.
Kell: p(x) = a+ bx, ami A spektruméan megegyezik f(x) = x'%nel.
p(x) =a+bx f(x)=x1© p2)=a+2b=2%"
p'(x)=b f'(x) = 10x° p'(2)=b=10-2°
b=10-29=5.210 a=-9.210 >

A10:_9_210 10 +5_210 11 :210. —4 5 )
0 1 -1 3 -5 6
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at+tb+c=e

p(1)

a-+ bx + cx?
b+ 2cx
2c

p(x)

=b+2c=ce

p'(1)

() =
//(X)

p
p

=2c=¢€

p'(1)
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F Szamitsuk ki az alabbi méatrix valamelyik négyzetgyokét
Hermite-interpolaciéval!

m ka(x) = —(x —1)’(x —4), ma(x) = (x = 1)*(x —4), f(x)=+/x

p(x) = a+ bx + cx? f(x) = f p(l)=a+b+c=1
p'(x) = b+ 2cx f'(x) = 7 pP(l)=b+2c=3
p(4) = a+ 4b + 16c =2

=c=—15, b=1 a=3%= p(x) = %8+ 1lx — x?)
1 2 6 1 12 5/18
A2=10 1 5|éVA=L(0BI+11A-A)=1{0 1 1/
0 0 16 0 0 2
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Matrixhatvanyok konvergenciaja




D A e C™" spektrélsugara: p(A) = max{|\||\ sajatértéke A-nak}
T O-hoz konvergalas

Egy A € C™" matrixra

lim AK=0 & p(A) <1

k—00

B A=PJP ! = Ak = PJkP~1 igy elég Jordan-blokkokra nézni a
O-hoz konvergélast. Egy m x m-es J Jordan-\-blokkra

e (et (m AR
o 0 MK e (K YAk
0 0 Ak

= limg_oo JX = O esetén Ak = 0 = || < 1.
5 k—i
< |A] < 1 esetén ’(’;))\k_’ % — 0, ha k — oo.
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T Hatvanyosszeg konvergenciaja

Egy A € C"™" matrixra

Z AX konvergens < p(A) <1,
k=0

és ez esetben Y22 5 Ak = (1 — A)~1

B = Y32, A konvergens = Y72, J¥ konvergens az A
Jordan-alakjanak minden Jordan-blokkjéra = 3>°2°  A\¥ konvergens =
Al < 1.
PR , .
o o L A
I=A+A+A 4 A = AF | =
[ AF A L A= (1= AT = A o (1= )
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T Hatvanyok konvergencidja

Az A € C"™*" matrixra klim Ak pontosan akkor konvergens, ha
— 00

vagy, ha
ahol A =1 az egyetlen 1 abszol(t értékii sajatérték,

és a A\ = 1 geometriai és algebrai multiplicitasa azonos.

Konvergencia esetén lim A% = Py, az N'(A — I)-re az O(A — I)

k—o0
mentén vald vetités matrixa (az 1-hez tartozé spektralvetitd).

B =: Ha p(A) > 1, a hatvanyok divergélnak, ha p(A) < 1, O-hoz
konvergalnak. Marad a p(A) = 1 eset.
Ha a spektralkoron van 1-t6l kiilonbozo sajatérték, akkor a hozza
tartozé Jordan-blokk hatvényainak f84tléiban az eki¥ hatvanyok
végtelen osszcillalé sorozatot adnak, ami miatt AX is divergens marad.



Ha A\ = 1-hez tartozik egy m > 1 rend(i Jordan-blokk, akkor annak

hatvanyai divergensek: |1 (’1<) o (mgl)
0 1 ... ()
0o 0 ... 1

<: A~ J diag. blokkjai [1], és olyan A-blokkok, ahol [A\| < 1, és
mindegyiknek a hatvanya konvergal.

Tfh. teljestl a spektrumra megadott feltétel. Ekkor

A ~diag(l, Ji, ..., k), ahol Ji-k kis sajatértékii Jordan-blokkok. Igy
JK — diag(/,0), ami a V; = V;-re valé vetités matrixa az Alt.
sajatalterekre valé felbontas mentén. Ha ez a felbontés (a tobbi V-t
osszevonva) C" =V =V @ W, akkor Ker(A — 1) = V4, és
IMA—N=A-NHWV=A-1W1+A-IOW=A-DHW W,
mert WV alt. sajatalterek Osszege, tehat A-invar. A dimenzidk miatt
ebbdl Im(A — 1) =W.
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Rekurziv sorozatok




Linearis rekurzio

D d-edrendii linearis rekurziv sorozat (vagy d-edrendii homogén lineéris

differenciaegyenlet)
Xptd = C1Xn+d—1 + C2Xptd—2 + ... + CdXn,

Ha c1,¢,..., ¢y, és X, X1, - ..,Xq—1 Mmeg vannak adva, akkor a
rekurzié meghatérozza az [xp],>0 sorozatot.

Cél: Explicit képletet kapni x,-re.

Vektorokat hasznalva a d-edrendii rekurzidbdl elsérendii lesz:

Xn+1 Xn+1 0 1 0 e Xn
0 1
Xn+d—1 Xn+d—1 t- . T . Xn+d—2
Xn+d CdXn + ..+ CLXnyd—1 e oo ... | Xntd-1

22



Xn
R = : -re azt kaptuk, hogy x,11 = Ax,, ahol AT az

Xn+d—1

d d—1

m(x) =x9 — x? " — ... — cg_1x — ¢4 polinom kisérématrixa, igy

ma(x) = mu7(x) = m(x) és ka(x) = £ma(x).

X0
Xp = AXp_1 = A%Xp_p = ... = A%y = A"
Xd—1
A" = PJ"P~1 Ha J egy Jordan-blokkja
A1 o...0 AT (DAt
0o X 1 : 0 A"
JI — = J,n = )
0 A Kok 0 A"

23



J7 elemei A", n\", ..., nk=I\" alakii kifejezések fix (n-t8l fiiggetlen)
egyltthatés linedris kombinacidi,

- (X = = 1)+ (=i ¥

Tehat x, = Z Z a7, ha m(x) = I1 (x — ), ahol Ag,... A,

i=1 j= i=1
kilonbozok. Az a,J egyltthatdk kiszamithatdk az xp, ..., xg_1

értékekbdl.

AZ Xptd = C1Xntd—1 + C©2Xnyd—2 + . . . + Cgxn rekurzid karakterisztikus
polinomja k(x) = x4 — c;x9™ 1 — px972 — ... — cg_1x — 4.

Ha egy linedris rekurzié karakterisztikus polinomja

k(x) = (x — A1)?r -+ (x — A,)?r, ahol Aq,..., A, kilonbozdk, akkor
Xp = p1(MA] + ...+ p(n)A] valamely pi(x),..., pr(x) polinomokra,
amelyekre deg pi(x) < a; — 1 Vi.
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A Fibonacci-sorozat explicit alakja

A Fibonacci-sorozat Fo =0, F1 =1, Fpi1 = Fn+ Fp—1. Adjuk meg a
sorozat n. tagjat n fliggvényében!

A sorozat karakterisztikus polinomja k(x) = x? — x — 1,
M =55 k(x) = (x — M) (x — Xo) =
Fo=aX] +bM = a(155)" + b (155)"
F() =0 — a+b =0 =
=1 la+b)+%(a—b) =1
_ 1 _ 1
a = ﬁ, b= /5 =

25



F Adjunk explicit képletet az x, = 5x,_1 — 8xn_2 + 4xp_3,
xo =0, x1 = 1, x, = 5 sorozatra!

m Karakterisztikus polinom:
k(x) =x3—5x2+8x—4=(x—1)(x —2)? =
Xp=a-1"+(b+ cn)2"

X0 : a+b = 0
x1: a+2b+2c =1 =
x: a+4b+8c = b5

a=1b=-1c=1=x,=1+(n—1)2".
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F Szamitsuk ki a D, = . determindns értékét!

nxn
m Elsd sor szerint, majd a masodik tagot az elsé oszlop szerint kifejtve a

D, =2D,_1 — D,_» rekurziét kapjuk, ahol D; =2 és D, = 3.
Karakterisztikus polinom: k(x) = x?> —2x +1 = (x — 1)? =
D, = (a+ bn)-1" = a+ bn. Az elsé két tagbdl
atb=2¢éa+2b=3 = b=1,a=1,

D,=n+1.
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Differenciaegyenlet-rendszerek




D Elsérendii lineéaris differenciaegyenlet-rendszer:

Xp+1 = Axp homogén
Xp+1 = Ax, + b, inhomogén
ahol xg, bg, by, by... ismert vektorok, x,, ismeretlen, ha n > 0.

T Az elsérendi lineéris differenciaegyenlet-rendszer megoldasa

xp = A"Xq, (homogén)
n—1 )
x, = A"xo + Z Ar—1=ip, (inhomogén)
i=0
ahol n > 0.

B Behelyettesités v'. A rekurziébdl kovetkezik a mo. egyértelmiisége.
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F Milyen A € C"™" métrixra igaz, hogy az x,11 = Ax, + b sorozat

minden b, xg € C" vektorra konvergens? Mi a hatarérték?

A tétel szerint x, = A"xg + (| + A+ A% + ...+ A" 1)b: ekkor xo = 0
esetén Vb-re konv <= I+ A+...+ A" L konv <= p(A) <1

= lim A"=0, lim |+ A+.. .+ A" =(I-A)" =

n—oo

xn — Oxg + (I — A)~tb = (I — A)~!b, ami nem fiigg xo-tdl.
2 1

Konvergens-e az x, = % L _11 Xp—1 + B sorozat? Mi a
hatarértéke?

2 1

£ —X 2 1 1
k=117 0 | =x-5x—3

3 T3 3 3

EEETERE
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F Konvergens-e az x,11 = %x,, — %x,,,l + 1 sorozat? Mi a hatarértéke?

0 1 _ 0 — 1
m | = 11 S )1< 1 =x*—gx+3=
Xn+1 7 ] [ X 1 —F 3~ X

p(A) < 1 = a sorozat konvergens.
Mivel konv, tfth x, — a. I’gy Xp—1 —> @, Xpp1 —> @ és
x,,+1:%x,,—%x,,_1+1 = a:%a—%a—l—l = a=1.

Mj Természetesen szdmolhatunk a matrixinverzzel, de az itt tobb
szamolast igényel. Ellendrzésiil:

=il
N ENIEEE
1 i i 1

. Xn
lim =
n—o0 Xn+1 —
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