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Norma és metrika



D Vektornorma
Legyen V valds vagy komplex vektortér.
Il : V = [0,00) C R norma, ha Vx,y vektorra és c skalarra

(1) x| =0 < x=0,
(2) |lex|| = |c] - ||x]| (pozitiv homogenitas),

(3) [Ix+yl|l < |Ix|]| + [ly]] (szubadditivitas vagy A-egyenl&tlenség)

P Az |x|= \/\xllz + ...+ |[x|2 norma R"-en és C"-en.
Mj (2) = [ — x| = ]
(3) = lix=yll = lIxI = liyll .
ugyanis |[x|| — llyll < llx = yll. mert [[x]| < [x =yl + llyl.

és iyl = lIxll < lly = x|l = lIx = yl.



>

metrikus tér:

egy X halmaz, amelyen adva van egy d : X x X — [0, 00) metrika,
azaz:

(1) dix,y)=0& x=y

(2) d(x,y) = d(y,x)

(3) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) (A-egyenlStlenség)

Egy ||.|| norméaval ellatott valés vagy komplex vektortéren
d(x,y) := [|x — y|| metrika.

>0V

(1) Ix—y[[=0x—y=0&x=y

2): Ix=yll == =xI=Ily—x|

() d(x,2) =lx—z|| = [(x=y) + (y =) < [x =yl +lly -zl =
d(x,y) + d(y,z).

TetszOleges K testre K"-en d(x,y) = |{i | x; # yi}| metrika, de nem
norma altal indukalt metrika K = R vagy K = C esetén sem.



D R"-ben és C"-ben:

>

euklideszi norma: \/\x1]2 + .o |xn)?
Manhattan-norma vagy 6sszegnorma: |xi| + ...+ |xn|
(Manhattan utcain mekkora utat kell megtennie egy taxinak egy
utcasaroktdl egy masikig?)
Altalanosan:
p-norma:

Il = (xal? -+ xalP) %
tetszoleges p > 1 valds szamra.
Tehat az euklideszi norma a 2-norma, a Manhattan-norma az
1-norma.
A p-norma valéban norma R"-ben és C"-ben.
Csak a A-egyenl6ség kérdéses, és ezt mondja ki a
Minkowski-egyenlétlenség: |Ix +y||, < [|x||, + [lyll, (Nem biz.)



A CSB-< altalanositasa:

Holder-egyenldtlenség:
1 1
Xyl < IIxll, - lyllg »  ha—+-=1
P P q

(p=q=2reezaCSB-<.)

D oo-norma: |||, = pIi_}moo 1] ,-

D

]|, = max{|xj| | i=1,...,n}
(Ezért a co-norma a maximumnorma.)

B Legyen x; a maximalis abszollt érték(i komponens.
il = (1xlP)MP < (bal? + .+ [xalP) 7P < ()P = 0P ] = [xil,

igy a rendérelv miatt ||x[|, — [xj[, ha p — occ.



F Szamitsuk ki az x = (/3 — i,64,3) vektor norméjat C3-ben és az
y=(-1,2,1) és z = (2,6,6) tavolsigit R3-ben a p-norma szerint
p=1,2 3 oo-re.

x|, =2+64+3=11 |z—y|;=3+4+5=12
Ixl,=v4+36+9=7 |z—y|l,=v9+16+25~7,1
Ix|l; = V251 ~ 6,3 |z —y|ls = V27 + 64 + 125 = 6
x|, = max{2,6,3} =6 [z—y|, =max3,4,5=5

Mj [ixll, > x|}, > [, minden |x|-re, mert

(a4 4 Pxn)? > bal® + -+ o] > max x|



T |xll, > Ixll, hap<gq
B 1. 0], = [|0], = 0.
2. xll, =1 = |Ix]l, < L:
1= |xll, = (Z lP)Y = SlxilP =1 = x| < 1Vi, és q > p. fgy
|X,"q < |X,'|p Vi. =
1/q 1/q 1/p\P/q
Iy = (S 7)< (T hal?)” = (b)) =177 -1.
3' VX # 0 : HXHq g ||XHp:

1 2, .
y=nrrpxrellvl, =1= llyllg <1 lgy

T H =
B, ~ | T,



P Egységsugaru korok:




Egységsugari gombok:




Vektornormak ekvivalenciaja
M;j Lattuk, hogy  [|x[|oo < [Ix[l < [Ix[l;-
Mj Masrészt igaz, hogy

csB v v
Ixlly < Valxlly, lIxll; < VAl és Xl < x|l
A|.]l, és |||, normak ekvivalensek, ha van olyan ¢ és d pozitiv valds

szém, hogy |||, < c|l.ll, és [I-Il, < d Il
Az 1-, 2- és oo-normék ekvivalensek

o

Minden p-norma ekvivalens R"-en, illetve C"-en.

® > X

Elég, hogy mindegyik ekv. a oco-normaval.
Ha egy ||.|| normara

1
Ix[] < 32 Ixil leill < e lixll;- lay

1
Xl = max il < (Ix1[P + .. + PxalP) P = [1x]],, < ¢ [Ixll; < enxllo

Altalanosan is igaz:
T Az R" (C") téren értelmezett barmely két norma ekvivalens.
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F

Igazoljuk, hogy R"-ben az euklideszi metrikdban mérve legfoljebb

n+ 1 olyan pont van, melyek paronkénti tavolsdga azonos.

Van n+ 1 ilyen pont: ey, es,...,e,r1 € R™T! koziil barmely kettd
tavolsiga ||e; — ;|| = v/2, mésrészt e vektorok végpontjai benne
vannak az x; +x2 + ...+ Xp+1 = 1 hipersikban, ami n-dimenziés altér
eltoltja, tehat tavolsadgtartdé mddon raképezhet6 az R"-re.

Nincs tobb: Tfh vg,v1,...,vx € R" és ||v; — vj|| azonos minden

i # j-re. Feltehetd, hogy vo = 0 (kilonben a vg vektort kivonjuk
mindegyikbdl), és hogy minden tavolsag v/2 (kiildnben minden
vektort egy megfelelé skalarral szorzunk).

Ekkor minden i > 0-rav;-v; =2, i # j, i,j > 0-rav;-v; =1, ui.

2 = ||lvi—vjl|* = (vi—vj)-(vi—v;) = [vill >+l —2vi-v; = 4=2v;-v;.
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Tekintsik az A = [vi|va]. .. |vk]nxkx matrixot. Ekkor

2 1 ... 1
1 2 ... 1
ATA = , ,
11 2 Kxck
AT A invertalhatd, ugyanis
2 1 ... 1 k+1 k+1 ... k+1
1 2 .01 1 2 1
ATAI=|. . . =] . S
11 2 1 1 2
1 o1
12 ... 1 01 ... 0
=k+1)|. . . =K+ . |=k+1F#0.

11 ... 2 0 1

0
ATAinvertilhaté = r(A) =r(ATA) =k = k<n=k+1<n+1 12



a b ... b
b a ... b

F |Al=| . ] =3
b b ... al n

altalanosabban és egyszerlibben, mint az elébb.
M A= bJ+ (a— b)l, ahol J a csupa-1 matrix.

00 ... 0
00 ... 0
J~D=1| . | =
0 0 ... n
a—»>b 0 0
a—»b ... 0
ANbD—i—(a—b)I:
0 0 ... a—b+nb

= |A| = (a— b)""1(a — b+ nb)
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F Abrazoljuk a {P | |d(P,F,) — d(P,F1)| =1} “hiperbolat”, ha
F1 =(1,0), F> = (—1,0), és d az 1-norma, illetve a co-norma altal
indukalt metrika R?-en.

m Elég a d(P, F2) — d(P, F1) = 1 egyenletet megoldani, és hozzavenni
az y tengelyre vett tiikorképét.
1-norméra: (x, y) rajta van a gorbén, ha
Ix+1|+|y|—|x—=1|—|y| =1, azaz [x + 1] — |x = 1| = 1, és ennek a
megoldéasa x = % y tetsz.
oo-normara: (x,y) rajta van a gorbén, ha
max{x + 1], [y[} — max{]x — 1], [y[} = 1.
A maximum nem lehet mindketténél az |y|.
Ha a maximum mindketténél az elsé tag, akkor az 1-norma egyenletét
kapjuk, tehat x = 1, és [y| < [x — 1| = 3.
Ha az egyiknél az |y| a maximalis, a masiknal nem, akkor csak
Ix+1] > |y| = |x — 1| lehet, igy [x + 1| =|y|+ 1> |x — 1] +1,

amibdl x > %, és 1 =[x + 1| — |y| = (x + 1) — |y|, vagyis y = *x. "



N
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Vektornorma matrixokon




>

Az A € C™*" métrix Frobenius-normaja

m n
Al = @z 2 = Jz Al = Jz A2
i=1 j=1

i=1j=1

Frobenius-norma ekvivalens alakjai:

1Al = \/ir(AnA) =

(A*A)5 = lIA4l3

nyom = sajatértékek osszege

Barmely x € C" vektorra és A € C™*" matrixra || Ax||, < ||Allg (%], -
Cauchy—-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenl6tlenségbdl:

n
2
1AX]l2 =D [Anx]* < ZIIA:*II2IIXH2 AN (X113
i=1
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A matrixnorma altalanos fogalma




D Matrixnorma:
[|.]| - K"™" —[0,00) C R, ahol K = C vagy R, és
(1) |Al=0 & A=0,
(2) llcAll = [<l [|All,
(3) 1A+ Bl < [[All+ [IBIl.
(4) lACI < IAIHICI-
D Vektornorma altal indukalt matrixnorma:

||| vektornormara az indukalt norma: ||Al| = max -1 [|Ax]|

Jelolés: [|A]|, := = MaX|x| 1 |Ax]|, (m x n-esre is)

Mj Ha linearis Iekepezesre ertelmezzuk operatornormardl beszéliink.

Mj R”, illetve C" normai ekvivalensek = barmely norma szerinti
egységgomb korlatos és zart = az x — Ax fliggvénynek van
maximuma és minimuma, igy értelmes a definicié.

A Ekvivalens alakok: ||A|| = SUP||x||£0
K [|Ax]| < [|A]l - [Ix]l.

Tl = MAX|ix]|#0 [ -

IAx) _ Il g
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A Frobenius-norma matrixnorma

(1), (2), (3) igaz, mert ||.|F a K™"-ben = ||.||2 a K"-ben.

(4) korabban biz.: |Ax|, < [|A]lg [|x]], =

IABI[Z = [|Alby| .. . [ba] | = [|[Aba] . .. |Ab,]|[z = 37, [|Abil; <
|AlIE 2 lIbillz = 1AIZ 18I

Az indukalt norma matrixnorma.
(1)) A0=3Ix#0: Ax#0 =
(2): max{l|cAx| - [|x|| =1} = max{|c| | Ax]| : [Ix|| = 1} =

|c[ max{|[Ax|| : [jx|| =1}

(3):

Vx|l =1: [[(A+ B)x|| = [|Ax + Bx|| < [|Ax|| + [|Bx|| < [|All + | B
(4): V IIx[ = 1: [(AB)x|| = [[A(Bx)[| < [IAll [|Bx[| < [IAI[ |B]| ||| =
1Al 1Bl

A
1A% _

Mj A Frobenius-norma nem lehet indukalt norma, mert ||/|| ¢ # 1.
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Az 1-, 2- és co-norma matrixokra




T Matrixnormak kiszamitasa
Legyen A € C™*" ekkor

n

|All; = mjaxz |ajj| = legnagyobb abszoliit oszloposszeg,

i=1
m

Al = maxz |ajj| = legnagyobb abszoliit sorosszeg,
j=1

1Al = A"l = max  max |y"Ax| = o1,

I Hrl IIY\\rl

T Ha az A € C™" invertalhatd, aI1<kor ) )

_1H = max = —
H 2 |xll,=1 || Ax|l, ”nH“n 1AX]l, ~ o
o

)

ahol o, az A legkisebb (pozitiv) szingularis értéke.

(1)

(2)

(4)

Mj Az 1-, a co- és a 2-normara szokasos masik elnevezés: oszlopnorma,

sornorma és spektralnorma.



B p=1: ha|x|; =1, akkor

| Ax[[; = Z ZaUXJ

i=1|j=1

n m m
< (Z |xj|) max Y Jay] = max 3 |2
j=1 i=1 i=1

A max elérheté: ha a k. oszl.6ssz. a max = ||Aex|; = maxz |aj|
i=1

m n

n m
3 aillxil =Y Ixi1 D lay]

i=1j=1 j=1 i=1

m
p = oo ha ||x||, = 1, akkor

n n n
> apg| <max Y agllx] < max Y Jayl.
j=1 L=l Ll

Ez a maximum el is érhetd: ha a k-adik sor a max, és

akj h

= aag#0

/ / / ayj J

x = (a}q,...,a,), ahol al; = |akj
1 ha a;; =0

akkor [x]., = 1 és [|Ax]l,, = Y0y |ag| = max; S0y |ayl.

||, = max
]
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p =2t |xlly = [lylly = L-re:
N CSB
Y Ax| < [lyll; [1Ax]ly = [|Ax]l, < [All

Az ||Al|, el is érhetd, ha végig = van, azaz ha x az a vektor, ahol
|| Ax||, eléri a maximumat, és y parhuzamos ezzel, és egységvektor,
azazy = HAATX\E megfelel.

Az ||A||, = o1 igazolasahoz irjuk fel az A SVD felbontasat:

A = ULV*. Vegyiik észre, hogy

IZx]ly = ll(o1x1, 0252, - )|l = \/Z of|xi? < 01\/2 [xi[? = o1 [|x]

Tehat

won @ ey @ N E)
| Ax[|, = [[ULV*x]|, = [EV*x]l, < 01 [|V*X]l, = o1 [|X]];,

ahol (1): U unitér
(2): az el6z6 egyenlétlenségbél
(3): V unitér.
21



Tehat ||A||, < 01, masrészt van is olyan x, amellyel egyenl6séget
kapunk: (2)-ben = van, ha V*x = ey, azaz ha x = Ve;.
(4)-es képlet: Tth. A invertalhato.

Ekkor A~1 szinguléris értékei =, =, ..., &, és ezek kozill - a

legnagyobb.
A1 A~ Ax
e o e P .
2 y#0 |yl x20 || Ax]|, x70 || Ax||
1 1 1
= MmaxX ——— = max - -
x#0 [[Ax[ly /(X[ IIxll,=1 [Ax[l,  min [[Ax]],

lIx[l,=1
Ha U unitér, akkor ||All, = ||UA||, = ||AU]||,,
ugyanis (UA)*(UA) = A*A, és (AU)*AU = U LA*AU, tehit ezeknek
és A*A-nak ugyanaz a spektruma, és igy A, UA és AU szingularis
értékei megegyeznek.
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P Szamitsuk ki a Frobenius-, 1-, 2- és co-normat!

MENNT RN
2 4 4 0 1 2 -1
m [|Allr =5, Al =6, [|All; =5, Al =6
IBllr =5, 1IBly =7, [IBll, =5 1Bl =4
ICllF = V13, [IClly =4, [ICll, =3, ICllo, = 4.
1Dl =2v2, [|Bll; =3, [IBll, = y4+ V6, [Bll, =2+ v2
F Bizonyitsuk be, hogy normélis A matrixra ||All, = p(A).
m Ha A sajatértékei A1,..., Ap, ahol [A1] = || = -+ = | A4, és V
olyan unitér, amelyre
A= Vdiag(A1, ..., \n)V~L = Vdiag(A1, ..., \n) V*, akkor

A = Udiag(|M], A2, - . [Aa])V*

SVD-felbontas (ahol U-t Ggy kapjuk V-bdl, hogy az els6é r = r(A)
oszlopat rendre A1/|A1|-gyel, ..., A\;/|\/|-rel megszorozzuk).
lgy [IAll, = o1 = M| = p(A).



F Szamitsuk ki a Frobenius-, 1-, 2- és co-normat!

010 2 2 -1 2 21
A=14 0 0|,B=|-1 2 2,C=1|1 2 2
0 0 8 2 -1 2 2 1 2

m A Frobenius-, 1- és co-normak kénnyen leolvashaték:
JAllF =9, [|All, = 8, |All, = 8.
1Bl = 3v3. 1IBll, =5, [1Bll, = 5.
ICllr = 3v3, IICll, =5 [ICll, =5.
A*A = diag(16,1,64) = ||All, = V64 = 8.
B egy ortogonalis matrix 3-szorosa, tehat normalis is, igy a maximalis
szingularis értéke megegyezik a spektralsugaraval. Unitér matrix
spektralsugara 1, igy ||B|l, = p(B) =3-1=3.
C*C =8J + 1, és J spektruma {0,0, 3}, igy C*C spektruma 1,1,25
= ||Cll; = 01 =5.
(Mellesleg C*C = CC*, igy a spektrélsugara is 5.)
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T Eckart—Young-tétel 2-normara

Legyen A€ C™*", r(A) =r, és A= ULV"* az A SVD felbontasa.

Ekkor k < r-re
AK) — yk)y(k) (\/(k))*

az A legjobb k rangl kozelitése abban az értelemben, hogy
VB € C™*" matrixra, r(B) < k esetén

1A—Bl,>||A- A(k)H2 = Oks1.

(UK &s V(K az U, illetve V elsé k oszlopabdl &llé6 matrix, X ()
pedig ¥ bal folsé k x k-as részmatrixa.)
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B Legyen B € C™*" legféljebb k rangt, és B = U*BV, azaz

- - vk 0o
B = UBV*, tovabb4 legyen 5 =
gy |~ O O mxn
&mqm—BM:Hmz—mv*;{h—éL.

r(B) < k = dimKerB>n—k =
Ix = (x1,...,Xk+1,0,...,0) € Ker B nem nulla vektor. Erre

k
(= = B)x|, = I=xll, = , fa2rx,\2 > iy |Ix]l;

= (A= B)ll, = |£ - B)|, > 11

Masrészt AK) = USV* és ¥ — 5 valés diagonalis, igy normalis, ezért
=0, =l -2, = o <o

EMHM—BM)HA—M”%
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P Adjunk 2- illetve Frobenius-normaban legjobb 1-rangl kozelitést az

=1 8| s p . ’ .
A= l 5 2] matrixra! 1-normaban is ez van hozza a legkdzelebb?

M ka(x) = x> — x — 6, sajatparok (3,(1,2)), (—2,(—2,1)), és A valés
szimmetrikus =

11 2|30l 112
SVD:A:\/E[Q —1] [0 2]\/5[—2 1]:

legjobb kozelités: B = AM = L |1 1312 1 2] 5
egjo Ozelités: B = =— — =
V5 (2] V5 =
az eltérés: |[A— By = |A— B, = 02 =2
_8 4]
masrészt ||A— Bl|; = ‘ [ > 5 =2

5 5l
1-normaban van jobb kézelités, pl.

4 6

_ |5 5
4 8 12
5 5

1
|
G1IN O] ©
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