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Grafok spektruma



Grafok szomszédsagi és illeszkedési matrixa

D Legyen I egyszerli graf (iranyitatlan, hurokélek nélkili, csak egyszeres
élek), csticsai V = {v1,...,v,}, élei E = {e1,..., ek}

1 ha(v;,v) él

I szomszédsagi matrixa A,xp, ahol aj =
0 kilénben

1 ha ¢ illeszkedik vj-hez

0 kulénben

Mj A szimmetrikus matrix, diagonalis elemei 0-k.

I illeszkedési matrixa By, ahol by = {

P
e
34 L 4 0100 1100
€ €4 A— 1 011 B— 0110
2'Ze 1 0101 0 011
1
0110 0101



F Mit ad meg a BT B, BBT, A2, Ak matrix, ha B az illeszkedési, A a
szomszédsagi matrix?
m BB = A+ diag(di,...,d,), ahol d; a v; fokszama.
BBT 4tléjaban csupa 2 van, mashol 0 vagy 1. (BBT);; =1 < az ¢
és ¢; €l csatlakozik egymashoz.
(A%);; azt mondja meg, hogy v;-nek és vj-nek hany kdzés szomszédja
van (i = j esetén a fokszamot)
(AK);; az i-bdl j-be mend k hosszi séték szama: Indukciéval k-ra:
(AR)y = (A1 A)y = 3 (A )2y =
| {(k — 1) hosszit sétsk i — s} | - | {élek s — j} | =
| {k hosszii sétak i — j}|.
F Ha \1,..., )\, az A sajatértékei (multiplicitassal), akkor > A" =7.
m A~ diag(\1,..., An) (A valés szimmetrikus = diagonalizalhatd) =
AT ~ diag(AT", ..., A7) = > AT = tr A™ az m hosszl korsétak

szama.



D Graf spektruma:

a graf szomszédsagi matrixanak a spektruma.

x #= 0 sajatvektor \ sajatértékkel < Ha a T vy,..., v, cslcsaiba
rendre az xi, ..., x, szamokat irjuk, majd ezt lecseréljilk minden
csticsban a szomszédos szamok 6sszegére, akkor mindenhol
A-szorosara valtozik a cslicsbeli szam.

P Adjuk meg egy 4 hosszi kor spektrumat és egy sajatbazist!
1 1 -1 1 -1 0 0 1

1 1 1 -1 0 1 -1 0
A spektrum {2, —-2,0,0}.

Eszrevétel: minden nemiires grafnak van pozitiv és negativ sajatértéke
is, mert a matrix nyoma 0.



T Paros graf spektruma
[" paros graf < a spektruma szimmetrikus, azaz
ha A\1 > Ao > - - -\, a sajatértékei,
akkor )\n = —)\1, )\n—l = —)\2,

B (=) G paros graf = Ar blokkmatrix alakja

O B
A=
5 o

= ha (A, (u,v)) sajatpar, akkor (—A, (u, —v)) is, ui.

= ol = 1 == 1 81

Ftin vektororkbdl ftin-ek lesznek = dimVy = dim)V_,

Bv
BTu

O B
BT O

—Bv
BTu

- [4)

(<) szimmetrikus a spektrum = Y°5_; A2**1 = 0 = a paratlan korok
szama 0 = G paros.



T Spektralsugar becslése. Ha I stlagos fokszdma d, és a legnagyobb
fokszdm D, tovabba A sajatértékei Ay > Ao > --- > \,, akkor
d < )\ = p(A) <D.

B p(A) = A1: p(A) = max {A1, |An|}, és ha [As] > A1, akkor Im:
S azmtl <04
A1 < p(A) < D: A Gersgorin-korok: |z — 0] < d;, ahol di,...,d, a
fokszamok. = |\;| < D Vi = A\ < p(A) < D.
d <\ Legyenv=-1(1,1,...,1)7. Erre |v| =1, és

I
1 di
vTAv—3[11 1A |: —1[11 1| : —EZd-—E/
= n : = I : - n [ Y
1 dn
masrészt v Av < |m|a>|< 1xTAy = [|All, = 01 = p(A), mert A
X|=\Y|=

szimmetrikus.
lgy d < p(A) = A1



F Hatérozzuk meg az alabbi graf spektrumat!
Vi Vs
V3 Vg,
V2 V6

m (Péros graf = a spektruma szimmetrikus az origéra.)
A = 0 sajatérték-e? Ha x A-sajatvektor, akkor a levelek miatt

x3=x4 =0, és v3,v4 miatt vy = a3, vo = —a, vs = b, vg = —b.
= A 0-hoz tartozd sajataltér 2-dimenzids.
Ha \ #£ 0 sajatérték: x; =0 esetén x3 =0, 0 =0, ..., x=0 7.
Tehat x3 #£ 0, igy feltehetd, hogy x; = 1. Ebbdl

= N = 9| _)\2_2 ) _ N0
X3 =A, X2=1, X4 = , X5 = )\7X6_ 2\

AXas = X3+ X5 + X6 = )\3—2)\:&%4 =M -52+4=0=>

A= =+1,+2, és ezekre j6 is az el6bbi sajatvektor:
1:(1,1,1,-1,—,1-1), —-1: (1,1,-1,-1,1,1),2: (1,1,2,2,1,1),
-2:(1,1,-2,2,—-1,-1). = A spektrum {0,0,1,—-1,2,—2}.



Petersen-graf:

Lassuk be, hogy ha az {1,2,3,4,5} halmaz kételemii részhalmazait

vessziik egy graf csiicsainak, és a diszunktakat kotjik ossze éllel,

akkor Petersen-grafot kapunk.

Hatérozzuk meg a Petersen-graf spektrumat (multiplicitasokkal):

Vegylik észre, hogy a Petersen-grafban

minden fokszam 3 (azaz a graf 3-regularis)

az atméré 2

nincs haromszog és négyszog =

két Osszekotott csticsnak nincs kozos szomszédja

két Osszekotetlennek pontosan egy k6zos szomszédja van.



Legyen A a graf szomszédsagi matrixa. Az elébbi tulajdonsadgokbdl

kovetkezik, hogy 3 hai—j
(A); =130 haa;=1

1 haa;j=0

= A2+ A= J+ 2/, ahol J a csupa-1 métrix.

Az 1:=(1,1,...,1) vektor sajatvektora A-nak (3 sajatértékkel) és
J-nek (10 sajatértékkel), s mivel J + 2/-nek csak egydimenziés az 1-et
tartalmazo sajataltere, A-nak is egyszeres sajatértéke a 3.

Mivel szimmetrikus matrixokrdl van szd, a sajatalterek merdlegesek,
tehat A tobbi sajataltere a YW = 11 altérben van, és N'(J) = W.

Ha v sajatvektora A-nak A\ # 3 sajatértékkel, akkor v e W, igy
AN+ Av=(A2+Av=J+2)v=0+2v = N2> +)1-2=0
= A =1vagy -2



Tfh 1 multiplicitdsa k és —2 multiplicitéasa £. Ekkor

k+(=9

trA=0 = k—2(4+3=0
Tehat a Petersen-graf spektruma multiplicitasokkal
1,1,1,1,1,—-2,—-2, -2, -2 3.
(Hoffman—Singleton-tétel) Ha I r-reguléris graf, amely A- és
[J-mentes, és az atmérGje 2, akkor r = 2,3, 7 vagy 57.
(A feltételekbSl n =1+ r + r(r — 1) = r? + 1 kévetkezik. A
spektrumra megoldjuk a Petersen-graféhoz hasonlé egyenleteket, és

= k=5¢é/(=24.

kideriil, hogy k, ¢ és r csak ezekben az esetekben egész.)

r = 2: 6tszog
r = 3. Petersen-graf
r = 7: Hoffman—Singleton-graf —
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A Petersen-graf 3-regularis és 15-élii, ugyanezen az alaphalmazon a
Kio teljes graf O-regularis és 45-élii. Ki lehet-e szinezni a Kig éleit
harom szinnel Ggy, hogy minden szin egy Petersen-grafot ad?

A harom Petersen-graf tétele

A Kjp teljes grafot nem lehet harom Petersen-grafra osztani.

Ha lehetne, akkor a harom Petersen-graf szomszédsagi matrixait
A, B, C-vel jelolve,

A+B+C=J-1
Az A és B 1-hez tartozé sajataltere is benne van a W = 1+
9-dimenzids altérben, és 5-dimenzidsak, ezért metszik egymast.
Legyen v # 0 mindkettoben benne. Ekkor

A+B+C=J—-I=Cv=Jv—Iv—Av—Bv=0—-v—v—v=—-3v

igy C-nek sajatértéke lenne a —3. 7/



F Lassuk be, hogy a Petersen-grafban nincs Hamilton-koér, azaz olyan
kor, amely minden cslcsot egyszer érint.

m Tfh van Hamilton-kér. Ha ezt kitoroljik a grafbdl, akkor egy
1-reguléris grafot, azaz 1-faktort kapunk. Tehat a Petersen-graf
szomszédsagi matrixa:

A=H+F
ahol H a Hamilton-koérnek, F az 1-faktornak a szomszédsagi matrixa.
Vildgos, hogy az 1-faktor sajatértékei 1 és —1, mindketté 5-dimenzids
sajataltérrel, és az utébbi benne van 11-ben (mivel az 1 az 1-hez
tartozé egyik sajatvektor), ahogy a Petersen-graf 1-hez tartozo,
szintén 5-dimenziés sajataltere is 1-ben van.
= Ez a két altér metszi egymast, igy Ix # 0: Fx = —x és Ax = x
= Hx = Ax — Fx = x4+ x = 2x.
Ha x komponenseit a Hamilton-kér mentén indexeljiik, ebbdl
Xj = %(x,-,l + Xi41) Vi = Xx1,...,Xn, X1 SZ&mtani sorozat = a
differencidja 0 = x € span(1) 4. 12



Lampacskas jaték*




A jaték: Lights Out (1995)

5 x 5-0s tablan 25 vilagité gomb (lampa).
Kezdetben a 1dampak koziil valahany vilagit.
Ha egy gombot megnyomunk, neki és a (fliggbleges és vizszintes)
szomszédainak megvaltozik az allapota.
Cél: elérni, hogy egyik lampa se vilagitson.
Kérdés:
1. Meg lehet-e oldani a feladatot minden kezdeti allapotrél?
2. Ha nem, hogyan lehet megmondani, hogy egy kezdeti allapotra a
feladat megoldhaté-e?
Eszrevételek:
= Mindegy, hogy milyen sorrendben nyomjuk meg a gombokat,
mindegyik lampa allapotat csak az hatadrozza meg, hogy a
koérnyezetében hany gombnyomas tortént.

= 2-szeres gombnyomas = 0 gombnyomas e



P Mi a hatasa az alabbi gombnyomashalmaznak (hivjuk az ilyet
konfiguraciénak), ha leoltott lampakkal kezdink?

m Egyenként:

-5~ - - - -

Szomszédszamolassal:

0]0]1]2]2
0/0[1[3]2
0]0]1]2]1
1/1(2(2]1 e
1]1]1]1]0
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A modell

- A lampék egy helyzete leirhaté egy 7Z3°-beli vektorral.

- Minden i-re az i. gombhoz hozzérendeljiik azt a v; vektort, ami a
gomb megnyomasara all el6 a teljesen leoltott |ampakbdl, azaz a
tablabeli kornyezetében csupa 1 all, a tobbi helyen 0.

- Az . gomb megnyomasa: v i— v+ v;

- Egy v kezdeti allapotbdl el lehet jutni a 0-ig
< 0-bdl el lehet jutni v-ig < v € span(vy,va,...,V25).

- Minden kiindulé helyzet megoldhaté < span(vy, ..., Vos) = Z3°
& a v, vektorok lineérisan fliggetlenek.

- Kérdés tehat: taldlunk-e olyan x # 0 vektort, hogy > x;v; = 0,
azaz van-e olyan nemtrivialis konfiguracié, amely nem valtoztat a
lampak allasan, azaz amelyre igaz, hogy minden elem kornyezetében
paros sok 1-es van?

Legyen az ilyen x vektorok altere W. 5
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., Vo5 vektorok, akkor

Ha az A € Z§5X25 matrix oszlopai a v, ..

W

arozni

N (A). Elég lenne az A métrix rangjat meghat

acidval. ..

7

Gauss-elimin

r 1
CO0O0000O0O0O0O0O00O0000O00O0O—HO0O0O

CO0O000O0O0O0O00O00CO0000O0O—HOOO =
CO0O00000O00000CO0O000O0O—O0O0O O
CO0O000O00O00O000CO0O0O0OHOOOHH-HOO
CO0O00000O0000000O0O~O0O0O0O-H-HOOO
CO0O00000O00000C0O0O—-HOO0OOHHOOO O
CO0O0O00O00O00000O-HOOO-HHHOOO O
CO0O00000O0000O-HOOOHHHOOO OO
CO0O00000O000O0-HHOOO-HHHOOO O OO
CO0O00000O00O0OHOOOO-HHOOOHOO OO
OO0 O0O0O0O0O0O0O0OHOOOHHOOOOHOOOOO
00000000 HOOOHHHOOOHOOOOOO
C0O0000OHOOOHHHOOOHOOOOO OO
C0O000O0OHOOOHHHOOOHOOOOOO OO
CO000O0OHOOOOHHOOOTOOOOOOO OO
CO0O0O0OHOOOHHOOOO—HOOOOOOOO OO
COO0OHOOOHHHOOOHOOOOOOOOO OO
COH00O0O-HH-HOOOHO0OO0O0OO0O0OOOOO OO
OHOO0OOHHHOOOTO0O0OOO0OOOOOOO OO
HO0OO0OO0OOHHOOO-HOOO0OOO0OOOOOOO OO
COO0OHHOOOOHOOOOO0OOOOOOOOO OO
CO-HHOOOHOOOO0OOO0OOO0OOO0OOOOO OO
OH—HHOOOHOOOOO0OOO0OOO0OOOOOOO OO
HHATOO0OO0OHO0O0O0O0O0O0O0O00O0OO0O0OOOOO OO

TFHO0O0O-H000000000000000000Q

I
<
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W invarians a négyzet egybevagdsagaira, azaz azokra a linedris
transzformacidkra, amelyek gy hatnak a baziselemeken, ahogy az
5 x 5-0s négyzet kis négyzetein hat az adott egybevagodsag.

Legyen x € W-re x’ az x tiikorképe a f84tléra, és f: W — W,

x — x + x'. Ekkor Ker f éppen a f84tléra szimmetrikus
konfiguracidkbdl all, és minden x + x” is szimmetrikus ra, tehat

Imf < Ker f.

A dimenziétételbdl dim W = dim Ker f +dimIm f < 2dim Ker f.
Konnyen lathatd, hogy ha x € Ker f, akkor a f6atlé minden eleme O,
és ebbdl konnyen levezethetd, hogy a masik atlé is 0, és a tobbi elem
mind egyenld.

Tehat dim Ker f = 1, amelyet az alabbi z vektor general:

o|T|@/™|0
10/@0|T
10T
1joj®o)a
0| x[®|®[0

= dimW =1 vagy 2. 17



Ha dim W = 2, akkor W = {0, z,x,y}, ahol x és y = x + z, nem
szimmetrikusak a f6atléra, tehat a tiikrozés egymasba viszi Sket.
Ebbdl a “ferdén szimmetrikus”szerkezetbdl a z-hez hasonldan
kiszamolhatjuk az x és y konfiguracidkat is:

RolRk|o|m
=o|R|o|=
[e][e){e){e] (]
—|o|R|o|=
==
=l
o|o0|0|0
=
[=][e){e){e] (]
) e

Ezek valéban W-beliek, ezért dim W = 2.

Tehat nem oldhaté meg minden jaték. Pontosabban,
|span(vy, ..., vos)| = 223 = Z|V|, igy a jatékoknak csak az
egynegyede oldhaté meg.
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Grafokkal valé kapcsolat

Mi koze ennek a grafokhoz?
m A jatékhoz rendelt A matrix Ar + /, ahol I az 5 x 5-0s négyzetracs
mint egyszer(i graf, és Ar a I szomszédsagi matrixa.

Tehat dim N (A) = 2 azt jelenti, hogy az 1 benne van '-nak a Z;
kételemii test folotti spektrumaban, és a sajataltér kétdimenzids.

P Vigyazat! Altaldnos test folott nem igaz az, hogy a szimmetrikus
01

matrixok diagonalizdlhaték. Pl. az M = l 0

] € Z%“ szimmetrikus

11
métrix hasonlé az [0 1] Jordan-blokkhoz Z3*%-ben.



Milyen kiindulé helyzetbol oldhaté meg a jaték?

m Mivel A szimmetrikus (példaul, mert A = Ar + /),
W =N(A) = S(A)+ = O(A)*, azaz span(vy,...,v5) a W
merSlegese. Igy egy v vektor pontosan akkor van benne a generalt
altérben, ha merdleges x-re és y-ra, vagyis ha paros sok kozos 1-ese
van mindkettdvel.

P Példaul az alabbi zold kiinduld allds megoldhatd, a piros nem:
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Mj TetszOleges grafra altalanosithatjuk a jatékot.

F Mit mondhatunk a jaték megoldhatésagardl a 7. oldal grafjan vagy
egy Otszogdn?
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