Bevezetés az algebraba 2 3. feladatsor 2020. februar 22.

. Hatarozzuk meg az alabbi matrix spektralfelbontésat és ennek segitségével a 12-edik
hatvanyat!

2 3 -3
3 2 =3
3 3 -4

. Mutassuk meg a karakterisztikus egyenlet felirasa nélkiil, hogy az aldbbi A matrixnak van
legalabb két valos sajatértéke! (Hasznaljuk a Gersgorin-koroket!)
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2 0

0 1
-1 0

0 6
. Adjuk meg az alabbi vy, vy, v3 vektorok altal kifeszitett térnek egy ortonormalt béazisat a
standard skalarszorzatra nézve Gram-Schmidt-ortogonalizacioval!

vi =(0,1,0,—1), vo = (1,—1,0,1), v3 = (1,3,1,—1)

. Tekintsiik az (1,1,0,1),(1,1,0,0) altal kifeszitett W alteret V = Zé vektortérben.

a) Mutassuk meg, hogy W+ nem direkt kiegészitéje W-nek.

b) Valasszunk ki a Zj standard {e,ey,es,es} bazisabol két elemet, amelyek W-nek
valamelyik direkt kiegészitGjét feszitik ki!

. Tekintsiik az R*-et mint euklideszi teret az A = B g} matrix altal megadott (x,y) 4 :=

x! Ay skalarszorzattal. Legyen u = (1,1), v = (1, —1).
a) Milesz az (e1,e2) 4 és (u, V) ,, skalarszorzatok értéke, és mi az e; és ex hossza ebben
az euklideszi térben?
b) Adjunk meg erre a skalarszorzatra nézve ortonormalt bazist R%-ben!

. Legyen a; = (1,1,1,1), ap = (1,-1,1,-1), a3 = (1,1, -1, -1), ay = (1, -1, -1, 1).

a) Igazoljuk, hogy a;,as, a3, a; ortogonalis bazis az R* standard euklideszi térben!

b) Hogyan kaphat6 meg egy x € R* vektornak az erre a bazisra vonatkozé ko-
ordinatavektora?

c) Legyen W = span(ag, ag, a,) altér. Szamitsuk ki az x = (1,2, 3,4) vektor W-re valo
merdleges vetiiletét!
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Hazi feladatok
Beadési hataridé: maéarcius 1.

A feladatokra teljes, tomor és vildgos megolddst kériink részletszamitasokkal, indokldssal, az
eredmény leirdsa nem elegendd. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettét. A hétbdl
hat feladat megoldasdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Eqyiitt gondolkozni

szabad, de mds megolddsdt lemdsolni nem!

. Az alabbi matrix két elemét nem ismerjik, de tudjuk, hogy egyik sajatértéke 3. Mi a

masik két sajatértéke?

A—

* =N
* DN =
_ o W

. Hatarozzuk meg az alabbi matrix spektralfelbontasat, és ennek segitségével szamitsuk ki

a matrix 10-edik hatvanyat!
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. Az alabbi A matrixnak van tiszta képzetes sajatértéke. Adjunk ennek abszolut értékére

becslést a Gersgorin-korok segitségwel!

-1 -1 —-1-3
A= 1 1 1
0 1 ?

. Tekintsiik az R*-et mint euklideszi teret az A = ﬁ ;] matrix altal megadott (x,y) 4 :=

x!T Ay skalarszorzattal. Alkalmazzuk a Gram-Schmidt-ortogonalizaciét az e, e, standard
bazisvektorokra és hatarozzunk meg R? egy ortonormélt bazisat a (', )4 skalarszorzatra
nézve!

Adjuk meg az alabbi vy, vy, vy vektorok altal kifeszitett térnek egy ortonormalt bazisat a
standard skalarszorzatra nézve Gram-Schmidt-ortogonalizacioval!

vi=(1,1,1,1), vo = (1,2,1,2), v3=(1,2,3,6).

Szamitsuk ki a vi,vs, vy vektorok koordinatavektorait erre az ortonormalt bazisra nézve!

. Igazoljuk, hogy a; = (1,0,0,0), a = (0,0,1,1)), a3 = (0,0,1,—1), a4 = (0,—1,0,0)

vektorok ortogonalis bazist alkotnak az R* standard euklideszi térben. Legyen W :=
span(ai,as). Szamitsuk ki az x = (1,3,0,2) vektor W-re val6 merdleges vetiiletét, és

bontsuk az x vektort egy W-beli és egy W-beli komponenens 6sszegére!

Legyen K = Z,, ahol p paratlan prim, és tekintsiik a K™ vektorteret a standard (x,y) =
n

> x;y; skalarszorzattal. Egy v vektort izotropnak hivunk, ha (v,v) = 0. Bizonyitsuk be,
i=1

hogy egy U < K™ altérre akkor és csak akkor igaz, hogy K™ = U @ U+, ha U-nak van
nem izotrop vektorokbol allo ortogonalis bazisa. (Utmutatéas: lassuk be elGszor, hogy ha
egy altér minden eleme izotrop, akkor az altér merdleges 6nmagara. p = 2-re ez nem igaz!)



