Bevezetés az algebraba 2 4. feladatsor 2020. marcius 1.
. Mutassuk meg, hogy az n X n-es ortogonalis matrixok csoportot alkotnak, azaz ortogonalis
matrixok szorzata ortogonalis, inverze ortogonalis és az egységméatrix ortogonélis.

. Melyik szemiortogonélis az aldbbi matrixok koziil? A szemiortogonalisoknak melyik oldali
inverze létezik? Adjuk is meg a megfelel§ egyoldali inverzeket!

cosae —sina 0 1 1 0
sima cosa 0 -1 1 0
A= 0 0 0]’ B= 0 0 O
0 0 1 0 0 1
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. Legyen A = _} g é . Hatarozzuk meg az A matrix QR-felbontasat, valamint teljes
-1 3 -3

QR-felbontasat Gram—Schmidt-féle ortogonalizacioval!

a) Irjuk fel azt a 2 x 2-es forgatasmatrixot, amely az (1,2) vektort elforgatja a (1/5,0)

vektorbal

b) Irjuk fel a v = (1,—1,1,—1) normalvektort hipersikra val6 Householder-tiikrozés
standard méatrixat!

c¢) Irjuk fel annak a Householder-tiikrézésnek a matrixat, amely a v = (1,—1,1,—1)

vektort olyan vektorba viszi, amelynek csak az els6 koordinataja nem nulla, és az els6
koordinata negativ! Milyen normalvektori hipersikra tiikroz ez a transzformécié?
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. Hatérozzuk meg az A = 3 10 1| matrix QR-felbontisat Givens-forgatasok
0 —12 1
segitségével!
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. Hatarozzuk meg az A = | -2 2 3| matrix QR-felbontasat Householder-tiikrozések
2 5 7

segitségével!

. Tekintsiik a 3. feladatbeli A matrixot. Hatarozzuk meg az Ax = b linearis egyenletrendszer
egyetlen legjobban kozelité megoldasat QR-felbontas segitségével, ha b = (0,0,0,1). Miért
van csak egy legjobban kozelité megoldas?

. Adjunk példat arra, hogy a Householder-tiikrozéseket, illetve a Givens-forgatasokat
hasznalé modszer két kiilonbozé teljes QR-felbontésra vezethet. Specialisan, ha A € R™*!
ahol m > 1, akkor a két felbontés biztosan kiilonbozik.
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Hazi feladatok
Beadési hatarids: maéarcius 8.

A feladatokra teljes, tomor és vildgos megolddst kériink részletszamitasokkal, indokldssal, az
eredmény leirdsa nem elegendd. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettét. A hétbdl
hat feladat megoldasdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Eqyiitt gondolkozni

szabad, de mds megolddsdt lemdsolni nem!

. Bizonyitsuk be, hogy ha f : R" — R" olyan linearis transzformaci6, amely minden vek-

tort c-szer olyan hosszu vektorba képez, akkor f standard métrixa egy ortogonalis matrix
skalarszorosa. (Utmutatas: lassuk be, hogy g(x) := 2 f(x) linedris transzformacio, és
hasznaljuk g-re az ortogonalis transzformaciokat jellemzs tételt.)

2. a) Irjuk fel azt a 2 x 2-es forgatasmatrixot, amely a (2, —1) vektort elforgatja a (1/5,0)
vektorba!
b) Adjuk meg azt a Householder-tiikrozést, amely a v = (1,1, 1, 1) vektort olyan vektorba
viszi, amelynek csak az els§ koordinadtaja nem nulla és az els6 koordinata pozitiv.
6 1 2
3. Hatérozzuk meg az A = |3 3 1| matrix QR-felbontasat Householder-tiikrozések
2 —4 3
segitségével!
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4. Hatéarozzuk meg az A = 1 _92 _¢ matrix QR-felbontasat és teljes QR-felbontasat
1 -2 -8
Gram—Schmidt-féle ortogonalizacioval!
3 -3 0
5. Hatarozzuk meg az A = 0 1 —1| matrix QR-felbontésat Givens-forgatasok
-4 4 5
segitségével!
6. Tekintsiik a 4. feladatbeli A méatrixot. Hatarozzuk meg az Ax = b lineéris egyenletrendszer
legjobban kozelité megoldasat QR-felbontas segitségével, ha b = (4,0,0,0).
7*. Bizonyitsuk be, hogy ha A teljes oszloprangi, akkor van olyan A = C'R felbontasa, ahol C'

oszlopai ortogonalisak (nem feltétlentil ortonormaltak!), és R olyan fels§ haromszogmatrix,
amelynek a diagonalis elemei mind 1-ek. Léassuk be, hogy ez a felbontéas is egyértelmti!



