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Bevezetés az algebraba 2 8. feladatsor 2021. mércius 29.

. Legyen egy ¢ komplex skalarszorzat (azaz pozitiv definit hermitikus bilin. fv.) Gram-matrixa az
& ={e1, ey} standard béazisban [—21 21]
a) Szamitsuk ki e;, ey hosszat és skalaris szorzatat a (C?, o) euklideszi térben.
b) Adjunk meg egy @p-ortonormalt bazist CZ%-ben!
Adjuk meg ¢ Gram-matrixat abban a B bazisban, amelynek elemei by = (1,%) és by = (1, —1).

c)

egyen ¢(x,y) = x*Ay az alabbi A méatrixszal.

a) Szamitsuk ki a p(x,y) értékét x = (1,4,0), y = (2 — 14,1, 1)-re.

b) Adjuk meg a ¢ &ltal definialt kvadratikus alakot.

¢) Diagonalizaljuk az A matrixot mint Gram-matrixot, és adjunk @-ortogonalis bazist C*-ben.
Mi a kvadratikus alak jellege?

1 i 141
A= -7 2 1
1—7 1 3

. Bizonyitsuk be, hogy minden indefinit hermitikus bilinearis fliggvényre nézve van olyan nem nulla
vektor, amely mersleges onmagéara!

. Tekintsiik R®-en a o(u, v) = det[u | v] bilinearis fiiggvényt. Irjuk fel ¢ Gram-matrixat a standard
bazisban! Van-e R?-nek o-ortogonalis bazisa?

0 1
. Szamitsuk ki az A = |1 1| métrix redukalt és teljes SVD-felbontasat!
1 0
. Legyen A € C™*" normalis méatrix, oy,..., o, szingularis értékekkel. Lassuk be, hogy B = A + ¢l

is normalis tetszoleges ¢ € C-re, és a legnagyobb szingularis értéke legfoljebb o1 + |c|.

. Lassuk be, hogy az alabbi A matrix normalis! Hatarozzuk meg az SVD-felbontasat!

1+ 2 —1
1 1424
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Hazi feladatok
Beadési hatarids: aprilis 12.

A feladatokra teljes, tomdr és wildgos megolddst kériink részletszdmitdsokkal, indokldssal, az
eredmény leirdsa nem elegendd. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettdt. A hétbél hat
feladat megolddsdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Egyiitt gondolkozni szabad, de
mdas megolddsdt lemdsolni nem!

. Egy C? x C?-en értelmezett komplex bilinearis fliggvény o(x,y) = iZ1ys — iZay1 .

a) Irjuk fel ¢ Gram-métrixat a standard bazisban!
b) Lassuk be, hogy ¢ hermitikus!
¢) Hatéarozzuk meg a jellegét!

. Adjunk meg egy olyan bézist, amelyben az el6z6 feladatbeli ¢ méatrixa diagonalis! Irjuk fel a

kvadratikus alakot ebben a bézisban!

. Legyen a,b € R, és tekintsiik a

©(p,q) = p(a)q(b) + q(a)p(b)

bilinearis fiiggvényt a legfeljebb elséfokt valos polinomok terén. Irjuk fel a ¢ matrixat a standard
{1,z } bazisban! Az a és b értékétdl figgden mi a jellege a p-hez tartozo kvadratikus alaknak?

Allitsuk el6 az alabbi A matrix redukélt és teljes SVD-felbontasat!

4 0
A= 0 0
-3 5
-3 =2 o )
. Az A= [ 9 O] métrix SVD-felbontasa
g L[-2 —1][4 0] L] 21
5L 1 —2]|0 1] B -1 2]
Adjuk meg A~ SVD-felbontésat (Figyeljiink a szingularis értékek sorrendjére)!
. Legyen ¢ valos szimmetrikus bilinearis fiiggvény, és ¢ a hozza tartozo kvadratikus alak. Bizonyitsuk
be, hogy tetszdleges két B és C @-ortogonalis bézisra
span{b; € B|q(b;) =0} =span{c; € C|q(c;) =0}.
(Utmutatas: Lassuk be, hogy mindkét altér Vj—vel egyenld!)
Melyek azok a 2 x 2-es valés matrixok, amelyek nem kongruensek fels6 A-matrixszal?

A++, ——, +—, 40, —0, 00 elgjelkészletek koziil melyek tartozhatnak R?*2_ben egymassal kong-
ruens fels6 A-métrixok diagonéalis elemeihez?



