Bevezetés az algebraba 2 3. feladatsor 2021. februar 22.

. Hatarozzuk meqg az aldabbi mdtriz spektrdlfelbontdasdt €és ennek segitségével a 12-edik
hatvdanydt!

2 3 -3
3 2 =3
3 3 —4

Megoldds: A spektralfelbontast kiszamithatjuk az A = PDP~! felbontis sajatértékek
szerint csoportositott 6sszegre bontasabol, de a sajatvektorok megkeresése és P invertéalasa
helyett a spektralfelbontés vetitématrixait meghatérozhatjuk az alabbi egyenletrendszerbdl
is:

Py + ... + Py = 1
)\1P1 + ... + )\kPk = A
NP+ L+ AR, = AR
ahol A1,..., \; a diagonalizalhaté6 A matrix sajatértékei. Esetiinkben
|A —zI| = —(x + 1)*(x — 2), és az egyenletrendszer
11\IH'11\IH10\%I—%A N
-1 2 | A 0 3 | A+1 0 1 | sA+4I
1 [ 0 -1 1 1 11 -1
P1:§(21—A): -1 0o 11, szg(/H—I): 1 1 -1
-1 -1 2 |11 -1
Tehat -
0 -1 1 11 -1
A=(-1)- | -1 0 1|1+4+2-]11 1 -1
-1 -1 2 1 1 —1]
a spektralfelbontas, és
0 -1 1 11 -1 4096 4095 —4095
A= 1-1 0 1|+409- |1 1 —1|=|4095 4096 —4095
-1 -1 2 1 1 -1 4095 4095 —4094

. Mutassuk meg a karakterisztikus egyenlet felirasa nélkil, hogy az alabbi A mdtriznak van
legalabb két valos sajdatértéke! (Haszndljuk a Gersgorin-koroket!)

0 3 0
A—

O = O N
— o O

Megoldds: Az oszlopokhoz tartoz6 Gersgorin-korok:
Gi: |z—2|<1, Gy: |z2—9|<1, Gs: |z—2|<5, G4: |z—6|<1.

Itt G; U Gs UGy = Gs disgjunkt Go-t6l, ezért a négy sajatértékbsl (multiplicitassal
szamolva) az els§ harmat, a masodik egyet tartalmaz. Viszont valos egyiitthatés polinom
(ilyen a valos matrix karakterisztikus polinomja is) nemvalos gyokei konjugalt parokat
alkotnak, tehat az x tengelyre szimmetrikusan helyezkednek el, ahogy a G1,G2,Gs,Gy
Gersgorin-korok is. Igy a Gs-ba esé harom sajatértékbdl legfoliebb egy par lehet az x
tengelyen kiviil, a Go-ben levs pedig sziikségképpen az x tengelyen van. Tehat A-nak van
legalabb két kiilonbozd valos sajatértéke. (Valojaban pontosan kettd van.)
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3. Adjuk meg az aldbbi vi,vo,v3 vektorok dltal kifeszitett térnek egy ortonormdlt bazisdt a
standard skaldrszorzatra nézve Gram-Schmidt-ortogonalizacioval!

vi =(0,1,0,—1), vo = (1,—1,0,1), v3 = (1,3,1,—1)

Megoldas: Elszor csak ortogonalizalunk, aztan normalunk. Egy-egy ortogonalizalds utan
az 1j vektort helyettesithetjiik a skalarszorosaval, ha az szebb.

Ci =V = (O, 1, 0, —1),

Cy = vy — %cl = (1,-1,0,1) + 2(0,1,0,~1) = (1,0,0,0).

ey = vy — e — 2oy = (1,3,1,-1) = 3(0,1,0,—1) = $(1,0,0,0) = (0,1,1,1).
Tehat a { vi,ve, vs } vektorrendszernek megfelels ortogonalis rendszer
{(0,1,0,-1),(1,0,0,0),(0,1,1,1) }, és a generalt altér ortonormalt béazisa ebbdl
{5(0,1,0,~1), (1,0,0,0), —=(0,1,1,1) }.
4. Tekintsiik az (1,1,0,1),(1,1,0,0) dltal kifeszitett W alteret o V = Z3 vektortérben.

a) Mutassuk meg, hogy W= nem direkt kiegészitdje W -nek.

b) Vilasszunk ki a Z3 standard {e), ey, es,es} bdzisibdl két elemet, amelyek W -nek

valamelyik direkt kiegészitdjét feszitik ki!

Megoldds:  a) Lathato, hogy (1,1,0,0) mersleges W mindkét generatorelemére, tehat
W N W+ #£0, igy W nem lehet direkt kiegészitje W-nek.
A W meré6legesét egyébként az Ax = 0 homogén egyenletrendszer megoldéséaval
szamithatjuk ki, ahol A sorai a W egy generatorrendszere (a megoldas vektoros
alakjabol a W+ bézisat is leolvashatjuk). Ezutan a W + W+ dimenzi6jat ellen-
Orizhetjiik egy masik Gauss-eliminacidval, amit a két generatorrendszer unidjara al-
kalmazunk. Mivel dim W + dim W+ = dim V, pontosan akkor lesz V. =W @ W+, ha
dim(W + W) = dim V.

b) Végezziink Gauss-eliminaciot arra a matrixra, amelynek els6 néhany oszlopa a W
megadott generatorrendszere, a tobbi az, amibdl a kiegészitést valaszthatjuk (ez lehet
altalaban a teljes tér egy tetszéleges generatorrendszere). A lépcsds alak vezérelemei
altal megjelolt oszlopok a W bézisaval kezdSdnek, és ezt egészitik ki a tobbiek a V'
egy bazisava. Ne felejtsiik el, hogy modulo 2 szamolunk ebben a feladatban!

0 0
0 0 s
1 0
0 1

O = OO
_ o O O
SO = =
O R =
o= OO
_ o O O
o O = O

1
0
0
0

— O = =
S O = O

1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0
0O 0 0 O 0 0
1 0 0O 0 1
A vezéroszlopok az 1., 2., 3. és 5., tehat a direkt kiegészits altér egy lehetséges bazisa
{el, €3 }

5. Tekintsik az R*-et mint euklideszi teret az A = [; g} matriz dltal megadott (X,y) 4 :=

xT Ay skaldrszorzattal. Legyen u = (1,1), v = (1,—1).
a) Milesz az (e1,e2) , €s (u,V),, skaldrszorzatok értéke, és mi az e, és ey hossza ebben
az euklideszi térben?
b) Adjunk meg erre a skaldrszorzatra nézve ortonormdlt bazist R?-ben!

2 5|y
2% + dzy + 5y = (v + 2y)? + y* > 0 minden (z,y) # O-ra. Tehat az A altal definialt
bilineéris fiiggvény skalarszorzat, és R? ezzel a skalarszorzattal euklideszi tér.

Megoldds: Vegyiik észre, hogy A pozitiv definit, mert szimmetrikus, és [z y] {1 2} [CE} -
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a) (e, e;) = el Ae; az A métrix ij index® eleme. Tehét (e1,e2) = (es,e1) = 2, e;
hossza \/(e1,e1) = 1, ey hossza pedig v/5 ebben az euklideszi térben.
(u,v) =ulAv =(3,7)(1,-1)T = —4.

b) Hasznaljunk Gram-Schmidt-ortogonalizaciot a (, ), skalarszorzatra nézve, az
{e1, ey } bazison.

c1 =e; = (1,0),
cy = ey — 2:2¢) = (0,1) — 2(1,0) = (=2,1). Tehat {c1,¢a} = {(1,0),(~2,1)} or-
togonalis bazis, és (c1,c1) =1, (ca,c2) =[—2 1] B ?} [_ﬂ = 1, igy ez egyuttal

ortonormaélt bazis is.

. Legyen a; = (1,1,1,1), as = (1,—1,1,-1), ag = (1,1,—1, 1), ay = (1, -1, —1,1).
a) Igazoljuk, hogy ay, as, as, a, ortogondlis bazis az R* standard euklideszi térben!
b) Hogyan kaphatd meg eqy x € R* wektornak az erre a bdzisra vonatkozdé ko-
ordindtavektora?
c) Legyen W = span(ag,as,ay) altér. Szdmitsuk ki az x = (1,2,3,4) vektor W-re valé
merdleges vetiiletét!
Megoldds:  a) Ellendrizhetjiik kiilon-kiilon a merdlegességet, vagy matrixosan azt, hogy
az a;-kbdl mint oszlopokbol allo A matrixra AT A diagonalis:

1 1 1 171 1 1 1 4.0 0 0
. |1 -1 1 —1|]1 =1 1 —=1| |0 4 0 0
AA=11 1 210 2t 1 -1 <17 oo 40
1 -1 -1 1Jlt =1 -1 1 00 0 4

b) x erre a bazisra vonatkozé koordinatavektoranak i. komponense (a;, x) / (a;, a;).

c) x vetillete x' = —2a, — Jaz + 0ay = —1(1,-1,1,-1) — (1,1,-1,-1) + 0 =
%(—3, —1,1,3). (Ellendrizhetjiik azzal, hogy x — x’ = %(5,5,575) meréGleges az altér
minden generatorelemére.)



