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. Keressiik meg azt a mdtrizot, mely a definicié alapjdn igazolja, hogy az aldbbi két mdtrixz kongruens,
azaz olyan invertdlhato P mdtrizot, amelyre B = PT AP

12 0 10 0
A=12 0 2|, B=1|0 0 0
0 2 —1 00 -1

Megoldds: A matrix sajatértékei £3 és 0, igy konnyen lehet ortogonélisan diagonalizalni (a
kiilonboz6 sajatértékekhez tartozod sajatvektorok merdlegesek). Tovabbéa ebbdl tudhatjuk azt is,
hogy a maétrix valoban kongruens a Dy = diag(1,0,—1) méatrixszal. A 3,0, —3 sajatértékekhez a
sajatvektorok rendre (2,2,1), (=2,1,2) és (1,—2,2). Tehat
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invertalhato matrixszal A = PTDO

De szimultan sor-oszlopmiiveletekkel is diagonalizalhatunk (a Sylvester-tétel szerint abban a
diag. alakban is egy pozitiv, egy 0 és egy negativ diag. elem lesz valamilyen sorrendben), és aztan
azt modositjuk, hogy a Dy matrixot kapjuk.
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matrixra PTAP = diag(1,—4,0). Ezt megkaphatjuk a diag(1,0,—4) matrixbél a masodik
és harmadik baziselemet megcseréls S permutéciomatrixszal valé konjugédlassal (mivel minden

permutaciomatrix ortogonalis ez hasonlosiag és kongruencia is egyuttal), majd azt szétbontjuk
D1DyD; = diag(1,1,2)diag(1,0, —1)diag(1,1,2)-re. ~Tehat PTAP = STdiag(1,0,—4)S =

STD1D0D1S, és fgy a
00 1
P =PS'Di'=pPSTD;'=P 0 1|diag <1, 1, 2) =
10

O O =
O O =
e Ll e
ONIF =

matrixszal (P')T AP’ = Dy.

. Milyen feltétel mellett lesz az aldbbi valds mdtrixz pozitiv, illetve negativ definit? Milyen jellege lehet
még a mdtriznak mds a értékekre?
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Megoldds: A féminorjai rendre a, a® — 4, a(a® — 4). Ezek akkor mind pozitivak, ha a > 2, tehat
ekkor lesz A pozitiv definit, és akkor —, +, — elGjeliiek, ha a < —2, tehat A pontosan ekkor negativ
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definit. Ahhoz, hogy valamilyen szemidefinit, de ne definit legyen, az A méatrixnak szingularisnak
kell lennie, azaz |A| = (a? — 4)a = 0, és ez csak a = 0,2, —2 esetén teljesiil. Kénnyen lathato, hogy
a = 0 esetén a métrix indefinit: a (2) g] bal f6ls6 sarokmatrix sajatértékei +2, tehat az indefinit,
és igy A is. Ha a = 2, akkor szimultan sor-oszlopmiveletekkel A = diag(2,0,2), ha pedig a = —2,
akkor A = diag(—2,0, —2).

Osszefoglalva: A negativ definit, ha a < —2, negativ szemidefinit (de nem definit), ha a = —2,
pozitiv szemidefinit (de nem definit), ha a = 2, pozitiv definit, ha a > 2, és a maradék esetekben,

tehat —2 < a < 2 esetén, indefinit.

a) Bizonyitsuk be, hogy x* + 513 4+ x + 6 nem lehet egy valds szimmetrikus mdtriz karakterisztikus
polinomja.

b) Egy A € R™™"™ szimmetrikus mdtriz karakterisztikus polinomja ka(x) = — (23 +22% — 102 +6).
A Descartes-féle eldjelszabdly segitségével dllapitsuk meg a mdtriz jellegét!

Megoldds: a) Az f(x) = 2%+ 523+ x + 6 polinomnak nyilvin nem lehet pozitiv gyoke, ehhez még
a Descartes-féle elGjelszabaly sem kell. Az f(—z) = 2* — 523 — x + 6 polinom egyiitthatéin két
el6jelvaltas van, ezért f-nek legfoljebb két valos negativ gyoke lehet (multiplicitassal szamolva).
Ebbél kovetkezik, hogy f-nek nem minden gyoke valos, tehat nem lehet egy szimmetrikus
matrix karakterisztikus polinomja

b) A polinom egyiitthatoi kétszer valtanak elGjelet. Mivel tudjuk, hogy minden gyoke valos, ebbél
kovetkezik, hogy a pozitiv gyokok szdma pontosan 2, igy van negativ gyoke is, tehat a métrix
indefinit.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy pozitiv szemidefinit €s eqy pozitiv definit mdiriz 6sszege mindig pozitiv
definit.

Megoldds: Ha P pozitiv definit, S pedig pozitiv szemidefinit, akkor minden x # 0 vektorra
xT'(P + 8)x = xT Px + xT'Sx > 0, ugyanis az elsé tag pozitiv, a masodik nemnegativ.
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3 4
a) Hatdrozzuk meg, a hozzd tartozd kvadratikus alak mdtrizdt és jellegét!

b) Adjunk meg R2-ben olyan bazist, amelyben a kvardatikus alak négyzetisszeqg, és irjuk fel ebben
a bdzisban a kvadratikus alakot!

. Tekintsiik a ¢(x,y) = xI By valds bilinedris fiigguényt, ahol B =
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Tehét a kvadratikus alak indefinit, az 6j béazis B = {(1,0), (—=5,1) }. A kvadratikus alak a standard

/
bazisban 2 + 5x179 + 423, a B-ben felirt négyzetdsszeg alakja pedig (x7)% — §(x5)?, ahol {x/ ] =

1
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. Hatdrozzuk meg az aldbbi A mdtriz pozitiv (szemi)definit négyzetgyokét.

5 4 =2
A= 4 5 2
-2 2 8
Megoldds: ka(z) = —2® + 1822 — 81z = —z(z — 9)?, gy a sajatértékei 9,9,0. A 0-hoz tar-
toz6 egységnyi sajatvektor %(2, —2,1). Vjy ennek a merdleges kiegészitGje, annak egy lehetséges
ortonormalt béazisa { §(2,1,—2), 3(1,2,2) }. Tehat a

1 2 2 1
P:§ -2 1 2
1 -2 2
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ortogondlis matrixszal P~ AP = diag(0,9,9) = D, azaz A = PDP~!, és ebbdl A egy négyzetgyoke
PVDP~'=pPyDPT =

1 2 2 1 0 0 O 1 2 =2 1 1 5 4 =2
3 -2 1 2 0 3 0 3 2 1 -2| = 3 4 5 21,
1 -2 2 0 0 3 1 2 2 -2 2 8

amely szintén pozitiv szemidefinit, mert egy pozitiv szemidefinit diagonalis méatrix ortogonalissal
val6o konjugaltja.

Egy alternativ megoldas az, ha a spektréalfelbontasbol (amelynek vetité métrixai szimmetrikus
matrix esetén maguk is szimmetrikusak) szamitjuk ki a négyzetgyokot. Lathato, hogy A diago-
nalizalhato, mert r(A —91) = 1 = dim Vy = 2.

A felbontéast meghatarozé egyenletek: Py + Po =1, 9P, + 0P, = A, igy P, = %A, az A felbontasa
A =9(3A) + 0P, = a pozitiv szemidefinit négyzetgydk B = 3(5A) + 0P, = L A.

. Hatdrozzuk meg a o(x,y) = xT Ay valds bilinedris fiigguényre nézve a W = span((1,1,0), (0,2, 1))
altér jobb és bal oldali merdlegesét, ha
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Megoldds: Legyen

B =

O = =
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a W baziselemeibdl mint oszlopokbdl all6 méatrix. Ekkor
Wt ={x|(w,x)=0vVweW}={x|BTAx=0} =N (BTA).

-2
T 0 1 1 1 0 2 _ B
BA—[_1 3 1] — [O 1 1] = x=t } ,

tehat W+ = span((—2,—1,1)),
s TW={x|(x,w)=0Vwe W} ={x|xTAB =0T} = {x|(AB)Tx =0} = N((AB)T)

—4
r_[1 0 2 10 2 L
(AB) [1 9 3} HH[O 1 %} = x=t ; ,

tehat W = span((4, 1, —2)).



