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. Legyen egqy ¢ komplex skaldrszorzat (azaz pozitiv definit hermitikus bilin. fv.) Gram—mdtriza az

E ={e1, ey} standard bazisban [_3 21

a) Szamitsuk ki ey, ey hosszit és skaldris szorzatdt a (C?, ) euklideszi térben.

b) Adjunk meg egy p-ortonormdalt bdzist C2-ben!
c) Adjuk meg ¢ Gram-mdtrizdt abban a B bazisban, amelynek elemei by = (1,4) és by = (1,—1).

Megoldds: a) A standard bazis elemeinek skalarszorzatat egyszertien leolvashatjuk a Gram-
matrixbol: ef Ae; = a;;. Tehét |le1]| = \/p(e1,e1) = V2, [lez] = V2, és p(e1, e2) = i.
b) A p-ortogonalizalashoz a mésodik bazisvektort kell ortogonalizalni az elsére.

p(er,er)

c, i =ey —
? p(er,er)

elz(Ql)—;CLm::<—;J> = ¢y =(—i,2).
Tehat { eq, ca } p-ortogonalis vektorrendszer, és e; @-norméja v/2, mig

) 2 1| |-t
et =1i 21| 3 3] 5] =
ezért { %(1,0), %(—i, 2) } @-ortonormalt bazis.

c) Az 0] bézisra valo attérés P matrixa és az 0j bazisbeli Gram-méatrix:

P:“ _” [f]B:P*[f]EP:H __f] {j ;} E _H:L%Z 11@}

. Legyen o(x,y) = x*Ay az aldbbi A mdtrizszal.

a) Szamitsuk ki a p(x,y) értékét x = (1,4,0), y = (2 —1,1,1)-7e.

b) Adjuk meg a ¢ dltal definidlt kvadratikus alakot.

¢) Diagonalizdljuk az A mdtrizot mint Gram-mdtrizot, és adjunk p-ortogondlis bazist C3-ben. Mi
a kvadratikus alak jellege?

1 T 141
A= -7 2 1
1—7 1 3

Megoldds:  a)
(x,y)=x"Ay=[1 —i O0]| —i 2 1 1 =1—1

b) q(x) = ’.1‘1’2 + 2|.Z'2|2 + 3‘1‘3‘2 + X129 — T2 + (1 + Z').fl.%'g + (1 — i).fgiﬁl + Zox3 + T3x2

¢) Szimultan sor-oszlopmiveletekkel diagonalizaljunk, egyuttal az egységmaéatrixra is alkalmazva a
sormiiveleteket, igy az utobbibol kapott matrix adjungaltjanak oszlopai (azaz a matrix sorainak
konjugaltjai) adjak a diagonalis alakhoz tartozo bazist. Arra kell figyelni, hogy ha a sormiivelet
s; = 8; + cs;, akkor az oszlopmiivelet o; — 0; + co;.

1 i 14i | 1 00 , 1 i 144 | 1 00 ,
—i 2 1 | o 1o| 5 Jo 1 i | 10| =¥
1—i 1 3 | 00 1] =D Jg 4 1 | 144 0 1| @ (Fda
1 0 0] 1 00 100 1 00 ‘
0 1 i | & 1ol>®=lo1i]| i 1 o0|%=3"
0 —i 1 | =144 0 1 000 | —24i i 1
100] 1 00 100
0 1 0 | i 1 0| = A diagonalis alak: [0 1 0],
000 | —24i i 1 000

és a hozza tartozo bazis {(1,0,0), (—i,1,0), (=2 —i,—i,1)}. A kvadratikus alak pozitiv
szemidefinit.
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3. Bizonyitsuk be, hogy minden indefinit hermitikus bilinedris fiigguényre nézve van olyan nem nulla
vektor, amely merdleges énmagdra!

Megoldds: Ha a ¢ bilinearis fliggvény indefinit, akkor van olyan ¢-ortogonalis bézis, amelynek
elemein a ¢-hez tartozo kvadratikus alak pozitiv és negativ értéket is folvesz. Legyen b és c ez a
két béaziselem. Ekkor ¢(b,b) = 52, ¢(c,c) = —t2, és ¢(b,c) = ¢(c,b) = 0, ahol s, ¢ nemnulla valos
szamok. Az u = tb + sc vektor nem nulla, mert kiilonben ¢ = —%b—re o(c,c) = z—zgo(b,b) >0
lenne, és p(u,u) = t2p(b, b) + s%¢(c, c) — stp(b, c) — stp(c,b) = t?s? — 5212 = (.

4. Tekintsiik R*-en a o(u,v) = det[u | v] bilinedris fiigguényt. Irjuk fel o Gram-mdtrizdt a standard
bazisban! Van-e R*-nek o-ortogondlis bdzisa?

Megoldds:
1 1 10 0 1 0 0

4,0(81,61)2‘0 0):O7¢(el7e2):‘0 1':1,@(92761):‘1 0’2_17 @(92762):’1 1’:0
Tehat a Gram-matrix a standard bazisban A = [_(1) (1)] . Nincs @p-ortogonélis bazis, mert ha lenne,
akkor A kongruens lenne egy diagonélis, igy szimmetrikus métrixszal, tehat A maga is szimmetrikus
lenne.

0 1

5. Szamitsuk ki az A= |1 1| mdtriz redukdlt és teljes SVD-felbontdsdt!
1 0

Megoldds: A*A = ? ;], kara=2?—4z+3=(z—3)(x—1).

V3 0

0 1)

A* A-hoz ortonormaélt sajatbazis a sajatértékek 3,1 sorrendjében: { %(17 1), %(—17 1)}

L 11 1 V3
V=L { - } AV = L |2 0|, U;=-+1|2 0| (AV; els6 oszlopat o1 = V/3-mal, a
L A A R

masodikat oy = 1-gyel osztottuk le.)

)\1:3,)\2:1721:[

Redukalt felbontas: A = U132,V = % 2 0 0 11valo1 1
1 -3
csak Uj-et kell kiegésziteni unitérré (ortogonalissd), és Xj-et nullakkal 3 x 2-essé, mert V; maga is
unitér. U;-ben harmadik oszlopnak jo lesz az elsé ketts vektorialis szorzata, igy a teljes felbontas:
LVB VR [VB O] g
2 0 V2 0 1|+ [ ) 1].
1 —V3 =20 0 B

V2
6. Legyen A € C™*"™ normdlis mdtriz, o1, ...,0, szinguldris értékekkel. Ldssuk be, hogy B = A+ cl
is normdlis tetszdleges ¢ € C-re, és a legnagyobb szinguldris értéke legfoljebb o1 + |c|.

AR

} A teljes felbontashoz

_ 1
A=

Megoldds: Egy métrix pontosan akkor normaélis, ha unitérrel diagonalis alakba konjugalhato:
U rAU = D. De ekkor U (A + cI)U = UTYAU + U~ elU = D + cl szintén diagonélis, tehét
A + ¢l is normalis matrix.

Feltehets, hogy D atlojaban a Aq,..., A, sajatértékek az abszolit értékek csokkend sorrenjében
kovetkeznek. Az A normalitasa miatt a szingularis értékek ekkor |A1|,...,|Ar|, és o1 = |A\1]|. A+l
diagonalis alakjanak atlos elemei A\ + ¢,..., A\, + ¢, s mivel A + ¢l is normélis, a legnagyobb
szingularis értéke a spektralsugara. Viszont |A; + ¢| < |Ai| + |¢| < o1 + |¢|, tehéat ez legfdljebb
o1+ |c|.

7. Ldssuk be, hogy az aldbbi A mdtriz normadlis! Hatdrozzuk meg az SVD-felbontdsdt!

1424 —1
? 1424
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Megoldds: A = [2 _(Z) + (1 4 24)1, ahol az els§ méatrix 6nadjungalt (mellesleg unitér is), ezért
normalis, tehat a 6. feladat szerint A is normalis.

o [1-2 =i (142 i) _[6 -2 . v
A*A = [ ; 1_21.} [ ; 1+2i] = [21. 6],kar. pol.-ja x®—12x+32 = (x—8)(z—4),

)\1:8,)\2:47 21:|:2\O/§ 0:|,V1 1 |:_'l l:|7AV1:1|:2—2'l —2:|

e VZ 2420 2
Ulz[(l_?)m f”ﬁ}.
(1+.2)/2 i/V/2 .
Sl tieva Rl e

5 1] a redukalt és a teljes felbontas is.



