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Van-e az A mdtriznak 1-dimenzids, illetve 2-dimenzids invaridns altere R*-ben?

1 1 -1 0
1 1 -1 2
4= 4 3 -2 2
1 0 0 0

Megoldds: Ha U = span(u) egydimenzios invarians altér, akkor Au € span(u), azaz Au = Au
valamely \ € R-re (és forditva, minden sajatvektor invarians alteret general). Viszont A karakte-
risztikus polinomja

11”” 1i j g 1 -1 0 -z 1 -1
kea(z) = . =—|1—-2 -1 2|-2| 1 1-2 -1 |=

1 5 —2-w 2 3 —2-g 2 4 3 —2-g

1 0 0 —

—(—2-6+4+2r+2—-27)—2(—23+3r—-2—-4—-3+4—4x+2+2+3—-3z) =2—x(—2%—3x) =
244322 +2 = (22 +1)(2% +2), tehat A-nak nincs valés sajatértéke, igy nincs egydimenzios invarians
altere R*-ben.

Mivel k4(x) minden C-beli gyoke egyszeres, A-nak mint komplex matrixnak a minimalpoli-
nomja is (22 + 1)(2? + 2). De akkor az R[z]-beli minimalpolinomja sem lehet kisebb foki. Ez azt
jelenti, hogy ka(A) = (A% + I)(A? +2I) = O, viszont A% + 2 nem nulla, ezért A% + I nem lehet
invertalhato. Keressiik meg A% + I magjat!

-1 -1 0 0 11 00 1 1.0 O
9 0 0 0 0 0 0 -2 2 0 0 1 -1
AHI=1 1 1 2927 loo -1 1] 7 |ooo o
1 1 -1 1 0 0 0 0 0 0 O 0
Tehat Ker(A% + I) a 2-dimenziés span((—1,1,0,0), (0,0,1,1)) altér, és tudjuk, hogy A tetszdleges

polinomjénak magtere, tehat ez is, A-invarians.
Masképp: keressiink egy sajatvektort C*-ben! A sajatértékek 44, +2i.

1—1 1 -1 0 1 0 0 —1
_— 1 1—2 -1 2 0 1 -1 141
A—il=1 4 3 o i 2| 7o 1-i -1 2+i
1 0 0 —1 0 3 —2—1 244
1 0 0 —1 1 0 0 —2
0O 1 -1 142 01 0 1
0 0 —2 1 00 1 -1
0 0 1—4 —1+3 00 0 O
Egy sajatvektor v = (i, —i,1, 1), tehat Av = iv, igy ARev +iAlmv = Av = i(Rev +ilmv) =
—Imv +iRev, s mivel A val6s métrix, ebb6l ARev = —Imv és AImv = Rev kovetkezik, tehat

U = span(Rev,Imv) = span((0,0,1,1),(1,—1,0,0)) kétdimenzios invarians altér.
. Bizonyitsuk be, hogy ha A,B € K"*"-re AB = BA, akkor A minden sajdtaltere B-invaridns.

Megoldas: Legyen V\ < K™ az A A\-hoz tartozo sajataltere. Ha v € V), akkor A(Bv) = (AB)v =
(BA)v = B(Av) = BAv = A\(Bv), tehat Bv € V).

. Bizonyitsuk be, hogy eqy A = diag(Bh,...,By) blokkdiagondlis mdtrixz karakterisztikus polinomja
a B; mdtrizok karakterisztikus polinomjanak szorzata, minimdlpolinomja pedig a B; mdtrixok
minimdlpolinomgjdnak legkisebb kézds t6bbszdrdse.
Megoldds:  ka(x) = |A — x| = |diag(By — zI,...,By — «I)| = |By — «I|---|By — zI| =
kp, () kg, (2).

Tetszoleges f(x) € K[x] polinomra f(A) = diag(f(B1),..., f(Bk)), igy f(A) =0 < f(B;) =
O Vi< mp,(z) | f(z) Vi & [mp,(z),...,mp,(z)] | f(z), tehat A minimalpolinomja m(x) =
Mg, (2), .. M, (2)]
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4. Mi lehet a Jordan-féle normdlalakja annak a komplex mdtriznak, amelynek a
a) karakterisztikus polinomja (x — 1)%, minimdlpolinomja (x — 1)*, az 1-hez tartozé Vi sajdtaltér
dimenzioja 2;
b) karakterisztikus polinomja —(x — )
sajdatértékhez tartozo sajdtaltér?

", minimdlpolinomja (x — \)3, dim(Vy) = 3, ahol Vy a A

Megoldds: a) 6 x 6-os matrix, amelynek csak 1 a sajatértéke, és a Jordan-norméalalakjaban a
legnagyobb blokk 4 x 4-es, és Gsszesen két Jordan-blokkja van, tehat a Jordan-normalalak egy
4 x 4-es és egy 2 x 2-es 1-blokkot tartalmaz.
b) Ez egy 7 x 7-es matrix, amelynek egyetlen sajatértéke a A, legnagyobb Jordan-blokkja 3 x 3-as,
és Osszesen harom Jordan-blokkja van. 7-nek két ilyen felbontésa is van: 7 = 3 4+ 3 + 1 vagy
7 =3+ 2+ 2, tehat kétféle Jordan-alak is lehetséges:

A 1 0 0 0 0 07 A 1 0 0 0 0 07
01 0 0 0 O 0 A1 0 0 0O
00X 0 0 0O 00X 0 0 0O
00 0 X1 00 és 00 0 X1 00
00 00O X 10 00 00O X OO
000 0 0 A O 00 0 0 0 X1

LO 0 0 0 0 0 Al LO 0 0 0 0 0 Al

5. Mi az aldbbi mdtrizok Jordan-féle normdalalakja?
11 1 1 1
11 1 1 1 2 2 1 2 2 2 0 0 1
11 1 1 1 0 2 0 0 2 2 1 0 0
1 1 1 1 1 0 0 =5 0 0 2 0 1 0
11 1 1 1

Megolddas: Az els6 matrix diagonalizalhato (mar csak azért is, mert valos szimmetrikus). Mivel
minden sordsszege 5, a matrixnak sajatértéke az 5 az (1,1,1,1, 1) sajatvektorral. A matrix rangja
1, ezért a 0 is sajatértéke 4-dimenzios sajataltérrel. Igy a matrix diagonalis (és akkor Jordan-féle)
alakja diag(5,0,0,0,0).

A maésodik matrix sajatértékei 2 és —b5, és a 2-hoz tartozd sajataltér csak 1-dimenzios, tehét a
méatrix nem diagonalizalhato, és igy a Jordan-alakja

2 1 0
0 2 0
0 0 =5

A harmadik métrix egyetlen sajatértéke a 2, és dim Vo = 1, ezért a Jordan-normalalakja egyetlen
blokkbol all:

S O N
O N =
o = O

A negyedik métrix ortogonalis, tehat diagonalizalhaté. A karakterisztikus polinomja —(z3 — 1),
ezért a sajatértékei 1,e, 2, ahol € = cos %’r + ¢sin %’T A Jordan-normalalakja diag(1, ¢, £?).

6. Hasonlosdg erejéig hdny olyan komplex mdtriz van, melynek
a) karakterisztikus polinomja —(x — 1)3(x — 3)%;
b) minimdlpolinomja (x + 2)8, és sajdtaltere 2-dimenzids?

Megoldds:  a) A Jordan-normalalakban az 1-blokkok méretének megoszlasa lehet 3, 2 + 1 vagy
14+1+1, a3-blokkoké 4,3+ 1,242, 2+1+1vagy1+1+1+ 1. Ez Gsszesen 3-5 =15
lehet&ség.

b) A mimimalpolinombél kovetkezik, hogy a méatrix egyetlen sajatértéke —2, és a legnagyobb
Jordan-blokkja 6 x 6-0s. A sajataltér dimenzidoja miatt pedig csak két Jordan-blokk lehet, igy
a kisebbiknek a mérete 1,2,3,4,5 vagy 6 lehet, ez Gsszesen 6 lehetGség.
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. Mutassuk meg, hogy ha két 3 x 3-as vagy 2 x 2-es komplex mdtrixz karakterisztikus polinomja és
minimdlpolinomja megegyezik, akkor a két mdtriz hasonld.

Megoldds: A karakterisztikus polinomban minden (x — \) gyoktényezs kitevije legfoljebb a = 3,
a minimélpolinomban ezért csak 1, a — 1 vagy a lehet. A Jordan-normaélalakban az els6 esetben
minden A-blokk 1 x l-es, a méasodikban van egy (a — 1) x (a — 1)-es A-blokk, és akkor azon kiviil
mar csak egy 1 x 1-es lehet, a harmadikban pedig egyetlen a x a-as A-blokk van. Tehat ilyen méreti
matrixokra a karakterisztikus polinom és a minimalpolinom meghatérozza a Jordan-normalalakot,
igy ezek kozott az azonos karakterisztikus és minimélpolinommal rendelkezd métrixok Jordan-
normaélalakja megegyezik, vagyis az ilyen matrixok hasonlok egymashoz.

(4 X 4-esre ez mar nem igaz: példaul ha ka(z) = (x —1)* és ma(z) = (v — 1)? igaz a 2 + 2-es és a
2 + 1 4 1-es felbontasi, 1 sajatértékhez tartozdé Jordan-matrixra is.

. Mi lehet az A? mdtriz minimdlpolinomja, ha A € M, [C] minimdlpolinomja (z + 1)??

Megoldds: Ha (A+1)? = O, akkor (A + I)*(A—1)* = (A% —I)? = O, igy A? minimélpolinomja
osztoja az (x — 1)? polinomnak. Viszont z — 1 nem lehet, mert ha A2 — I = O lenne, akkor A
minimélpolinomja osztéja lenne (22 — 1)-nek. Tehat A? minimalpolinomja (x — 1)2.

Masképp: A Jordan-alakjaban, J(A)-ban csak 2 x 2-es és 1 x 1-es —1-blokkok vannak (és van
legalabb egy 2 x 2-es). J(A)? diagonalis blokkjai [(1) _?
sajatértéke, és (J(A)? —I)-nek a négyzete O, de maga nem, tehat J(A)%-nek és igy a hozza hasonlo
A%-nek is a minimalpolinomja (z — 1)2.

] és [1] alakuak, tehat 1 az egyetlen



