Bevezetés az algebraba 2 13. feladatsor 2021. majus 10.

. Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtrizok Frobenius-normdjdt, 1-, 2- és co-normdjat és spektrdalsugardt!

1 1 0
A=10 1 1/, B:[_i ﬂ
0 0 0
Megoldds: ||Allr = V4 =2, [|A]; = max{1,2,1} =2, [|[A]lcc = max{2,2,0} =2, p(4) =1, és
1 1 0
A*A= |1 2 1|, aminek a karatkerisztikus polinomja —2® + 42% — 3z = —z(x — 1)(z — 3), igy
011
|All2 = 01 = V3.
IBlr = V4 =2, |B|l1 = max{2,2} = 2, ||Bllec = max{2,2} =2, k(z) = (> — 2z +2), B

sajatértékei 1 +14, és p(B) = v/2. Végiil B*B = [(2) 5 | tehat B szingularis értékei v/2,v/2, és igy
IBl2 = v2.

. Mutassuk meg, hogy eqy A € C"*"™ mdtriz spektrdlsugara legféljebb akkora, mint bdarmely indukdlt
mdtriznorma szerinti normdja, képlettel:

p(A) < [|A],

specidlisan legfoljebb akkora, mint a 2-normdja!

Megoldds: Legyen v a maximalis abszolut értékd A sajatértékhez tartozé sajatvektor. Ekkor
. Av

| Av] = [AvI] = [MIvI] = p(A)]Iv], tehat [[A] > LT = p(A).

vl

. Mutassuk meg, hogy ha A normdlis mdtrixz, akkor a 2-normdja egyenld a spektrdlsugardval!
Megoldds: Legyen A normalis matrix, és [\1| > [A2| > --- > |\,| a sajatértékek abszolut értékei.
Ekkor van olyan V unitér matrix, amellyel V-'AV = D = diag()\1,...,\,). Vegyiik az U =
Ai .

diag(e1,...,&,) unitér matrixot, amelyre ; = ¢ [Xil’ Ea iz # 8

’ a Ay = U
Ekkor A = VDV* = (VU)diag(|A1], ..., |An])V* SVD felbontas, mert VU és V unitér, és a kozépss
diagonalis matrix atlos elemei nemnegativ valos szamok fogyo sorrendben. Igy ||All2 = 01 = |A\1].

9 ; mdatriz legjobb 1 rangi kézelitését a Frobenius-, 2-, 1- és oco-norma szerint!
(Az elsd ketténél haszndljuk az Eckart—Young-tételt!.)

. Adjuk meg az {5

Megoldds: A Frobenius- és 2-normaban val6 kozelitéshez szamitsuk ki az A = [5 2} métrix SVD

2 2
felbontasat.
. 29 14| | 2
ATA =171, gl & kaa@) =2 = 37w +36 = (z —36)(x — 1).
A A ortonormalt sajétparjai (36, J=(2,1)) és (1, 25(~1,2)). Ebbal
1 T2 1 1 [12 -1 172 -1 60
V_\/g[l 2], AV—\/E[(; 2}’ U_\@[l 2}’ E_[O 1}
) , 9 24/5 12/5
_ * (1) — 1 1 =
Ebbsl A =USV*, és A ﬁ{l][ﬁ]ﬁ,[? 1] [12/5 6/5]‘

A kozelités hibaja Frobenius- és 2-norméban is 1.

Az 1-norma és a oo-norma koziil elég a oo-normara megoldani a feladatot, ugyanis a matrix
szimmetrikus, ezért a oco-normabeli legjobb kozelités transzponaltja adja az 1-normabeli legjobb
kozelitést.

1 hibaju kozelitést konnyt talalni: [;l %], tehat csak azt kell megnézni, hogy van-e ennél
jobb. Mivel minden szamot legféljebb 1-gyel valtoztathatunk, a szdmok pozitivak maradnak, és a
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felsé sorban az els§ elem marad a nagyobb. Tehat ahhoz, hogy a rang 1 legyen, azaz a B kozelits
matrixban by1/b1a = bay /bas legyen, az also aranyt novelni kell, a fels6t viszont csokkenteni, mivel
|z| + |y| < 1-re
2 2
vo _24lal el _,
24y~ 2—y| 2 -yl

Az alsé ardany novelése sordn gazdasigosabb csak a mésodik elemet cstkkenteni, ugyanis x # 0-ra

2+x < 2+ |z 2

24y~ 2-fyl 2zl =yl
mert 4 — |z|? — 2Jy| — |z|ly| < 4 — 2|y|, tehat az f(z) = 5% monoton nové fiiggvény ([0, 1)-en)
valamely z < |x| + |y|-ra veszi 6] ugyanezt a 2t2 aranyt.

2+y
Ugyanigy érdemes az els§ sort is csak a masodik elemben valtoztatni. Itt az aranyt csokkenteni

kell, és x # O-ra

5+2 _ 5| 5
> > ;
24y 24yl © 24yl + ||
ugyanis 3|z| — |z||y| — |z]*> > 0, mert a feltevés szerint 3 > 1 > |z| + |y|. Tehat az % monoton
fogyo fiiggvény a [0, 1)-en valamely z < |z| + |y|-re veszi 6] ugyanazt az 3% aranyt.

24y
Végiil azt kell megnézniink, hogy 0 < z,y < l-re mi az x és y maximuménak minimuma az

5 — 2 azaz 2045y = 6 feltétel mellett. Ezt a minimumot y = x esetén érjiik el, igy . = y = &

24z~ 2—y’ 7"
) . . . g ... |5 20/7
Tehét co-norméban a legjobban kézelité < 1 rangtt métrix

Y ] , a kozelités hibaja pedig 6/7.

. Bizonyitsuk be, hogy egy d-requldris egyszeri irdanyitatlan grdf szomszédsdgi mdtrizdnak spektrdl-
sugara és 1-, 2 és co-normdja s d.

Megoldds: Minden sor0sszeg és oszloposszeg d, igy az 1- és oo-norma is d. A 4. feladat szerint
emiatt a spektralsugar legfoljebb d, mésrészt a csupa-1 vektor sajatvektor d sajatértékkel, igy a
spektralsugér is d. Végiil, mivel a matrix szimmetrikus, igy normaélis is, a spektralsugara megegyezik
a 2-norméjaval, tehat az utébbi is d.

. Mi a spektruma az aldbbi grafoknak? Az a) és b) feladatbeli grifra keressik meg a sajdtvektorokat
is!

a) 3, illetve 4 szégpontu teljes graf

b) 4 hosszi kor

e

Megoldds: a) Altalanosan is kénnyd megadni a K, teljes graf spektrumat. Ugyanis a graf
szomszédsagi matrixa J — I, ahol J a csupa-1 matrix. Tudjuk, hogy J-nek a 0 (n — 1)-szeres
sajatértéke (mivel r(J) = 1), és még az n egy sajatérték, tehat K, sajatértékei: —1 (n — 1)-
szeresen, és n— 1 (1-szeresen). Specidlisan n = 3-ra —1,—1,2,ésn =4-re —1,—1,-1,3. A K,
(n — 1)-hez tartozo sajatvektora az (1,1,...,1) vektor (és skalarszorosai). A —1-hez tartozo
sajatalteret kigeneraljak az (1,—1,0,...,0), (0,1,-1,0,...,0), ..., (0,...,0,1,—1) vektorok
(a 0-kban 1+ (—=1) 4+ 04 ...+ 0 = 0 a szomszédok értékeinek Osszege, az 1 értéki csucsban
—1, a —1 értékidben pedig 1).

b) Mivel minden cstics két szomszédja két atellenes (egy atlo két végpontjan levs) csics, 0-hoz
csak az a vektor lehet sajatvektor, ahol az atellenes csiicsok értéke egymas negativja, azaz
(a négyszogon korbejarva) az (a, b, —a, —b) alaka vektorok. Ezek egy 2-dimenzios sajatalteret
generalnak. Mivel a graf 2-reguléris, spektralsugara a 2, és ehhez tartozo sajatvektor (1,1,1,1),
tovabba mivel paros graf (vagy mert a matrixdnak a nyoma 0), a —2 is sajatérték, ehhez tartozik
az (1,—1,1,—1) vektor. A spektrum ezek szerint 0, 0,2, —2.

c) Irjuk fel a grafra, hogy a A = 0 és a A # 0 sajatértékekhez milyen sajatvektor tartozhat.
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A = 0 esetén a két kozépss csticsban 0-nak kell lennie, mert a leveleken a szomszédok értékeinek
Osszege 0. A kozépss csucsokban is 0 kell, hogy legyen a szomszédok értékeinek Gsszege, ezért
az egy oldalon levé két csiicson az értékek egymas negativijai.

Tehat a 0-hoz tartozo sajataltér 2-dimenzios, és az (1,—1,0,0,0,0) és (0,0,0,0,1, —1) vektorok
generaljék.

Most tekintsiink egy A # 0 sajatértéket. Ha valamelyik levélen 0 lenne, akkor kénnyen lathato,
hogy minden csticsban 0 allna, tehat nem kapnank sajatvektort. Igy feltehetd, hogy az egyik
levélen 1 all. Ekkor a szomszédjan A, annak a mésik levelén is 1, a masik kdzépsén A2 — 2,

végiil a maradék két levélen @

A2_2
1 X

:,\ P :

1 A2—2
A
A jobb oldali kozéps6 cstics miatt A3 —2\ = A +2- Q, azaz \* —5\24+4 = 0, amibdl a masik
négy sajatérték £1,+2. (A sajatvektorok is kénnyen leolvashatok, ha az abran behelyettesitjiik
A-ba a konkrét értékeket).



