Bevezetés az algebraba 2 12. feladatsor 2024. méajus 6.

1. Szamitsuk ki eJQ-et, ha J = diag(Jy, J2) Jordan-mdtriz, ha Ji egy 3 X 3-as nilpotens
Jordan-blokk, Jo pedig a —1 sajdtértékhez tartozo 2 x 2-es Jordan-blokk.
Megoldas: Az f(x) = e®"nek a 3 x 3-blokknal az elsé és masodik derivaltjait is, a 2 X 2-es
blokknél az elss derivaltjat kell haszndlni: f/(z) = 2ze® és f"(z) = (2 + 4a2)e”
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2. Hermite-interpoldcioval szamitsuk ki az A = l_l 3} mdtrizra az 24 értékét!

Megoldds: ku(x) =22 —4x+4 = (x—2)2, és ma(z) = (v —2)2. Az f(2?) fiiggvényt egy
p(x) = a + bx legfdljebb elssfoku polinommal interpolalhatjuk.

p(z) =a+ bx flx) = 62 p(2) =a+2b=¢e?
pl(x) =b f'(x) = 2¢? p'(2)=b=2¢

Igy a = —3e*, b= 2¢%, és

24 _ o4 44 _ a1 2
e“t = —-3e"] +2¢"A=¢ {_2 3

3. Adjuk meg az alabbi A mdtrix négyzetgyokét Hermite-interpoldcio segitségével!

1 1 1
A=10 1 1
0 0 4
Megoldds: ka(z) = —(z—1)%(x —4), ma(z)=(x—1)%(x—4), f(z)=x
p(x) = a+ bx + ca? flz) =+ p(l)=a+b+c=1
p(z) =b+ 2cx f(x) = 2\1/5 p()—b—l—Zc:%

p(4) = a+4b+ 16c = 2

= c=—15, b=13, a=3 = pla) = 58 + 11z —z?)
12 6 . 1 1/2 5/18
A’=10 1 5 és \/Z:E(SIHM—A?): 0o 1 1/3
0 0 16 0 0 2

4. Az a,b € C milyen értékeire konvergens az A sorozat? Mikor tart a nullmdtrizhoz?
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Megoldds: ka(x) = —z(x —a)? = p(A) = |a]. Tehat A" — O & |a| < 1.
Ezen kiviil A™ akkor lehet konvergens, ha a = 1, feltéve, hogy az a geometriai multiplicitasa
megegyezik az algebrai multiplicitdsaval, azaz 2-vel.

0O b O
A-T=|0 0 0
1 v -1

rangja csak b = 0 esetén 1, tehat A™ konvergens < vagy |a| < 0, vagy a =1 és b = 0.

. Adjunk explicit képletet az xp13 = dxpio — 8Tpy1 + 4Ty, o =0, z1 =1, xo = 5 rekurziv
sorozat n. tagjdra!

Megoldds: A rekurzi6 karakterisztikus polinomja 2% —52% +8z —4 = (v —1)(2? —4x+4) =
(x —1)(x — 2)?, ezért a sorozat tagjai x,, = a-1" + (b+cn) - 2" alakban frhatok. A kezdeti
feltételekbsl a +b =0, a+2b+2c=1ésa+4b+8 =5=a=1,b=—-1,c=1=
Tp =1+ (n—1)2".

. Abrdzoljuk a {P ‘ |d(P, F») — d(P, Fy)| = 1} “hiperboldt”, ha Fy = (1,0), F» = (—1,0), és
d az 1-norma, illetve a co-norma dltal indukdlt metrika R*-en.

Megoldds: Elég a d(P, Fy)—d(P, F1) = 1 egyenletet megoldani, a d(P, F5) —d(P, F1) = —1
megoldasa ennek az y tengelyre vett tiikorképe.
l-normaban az alakzatot az |[v + 1|+ |y| — (Jlz — 1|+ |y|) =1, azaz [z + 1| — |z —1| =1
egyenlet frjale. [z +1] >z -1 = (z+1)2?> (-1 =2>0,igy |[z+1| ==z +1.
Ha x > 1, akkor az z + 1 — (z — 1) = 1 egyenlet ellentmondésos, tehat 0 < x < 1, és az
1

egyenlet (z + 1) — (1 — ) = 1 alaki, aminek z = 5 (és y € R tetsz6leges) a megoldasa.

oo-norméaban az egyenlet max { [z +1|,|y| } —max{|z—1|,|y| } = 1. A maximum nem
lehet mindkét esetben az |y|, mert akkor 0 lenne a kiilonbség. Ha mindkét esetben az z-es
kifejezés a maximum, akkor az |z + 1| — |x — 1] = 1 (Jy| < | — 1]) adja a megoldast, és
az 1l-normaban kapott egyenlet alapjan ez x = %, ly| < % Végiil, ha a két tag koziil csak
az egyikben nagyobb az |y|, akkor az kisebb a maéasik z-es tagjanal, tehat csak tugy lehet
1 a kiilonbség, ha |z + 1] > |y| > |z — 1], és |z + 1| — |y| = 1. Ebbdl kévetkezik, hogy
lz+1]— |z —1| > 1, tehat > $ és |y| =[x + 1| — 1 = , azaz y = +x.

A két gorbéhez a tiikorképét is hozzatéve a kovetkezd alakzatokat kapjuk.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha P egy pont a sikon, és e egy egyenes, akkor R? minden normdja
szerint van e-nek P-hez legkidzelebbi pontja (ennek a P-t6l vald tdvolsdga az e egyenes
tdvolsaga P-tdl).
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b) Ldssuk be, hogy a tengelyekkel parhuzamos egyenesektdl vald tdvolsdg minden p-
normdra megeqgyezik az euklideszi tdvolsdggal
¢) Hatdrozzuk meg a P(1,1) pont tdvolsagdt az e : y = 2x egyenestél az 1-, 2- és
oo-norma szerint. Melyik az e egyenes P-hez legkdozelebbt pontja ezekre a mormdkra
nézve?
Megoldds: a) Hav = a+tb az egyenes egyenlete, és ¢ a pont, akkor az f(t) = |[a+tb—c||
fliggvény folytonos, ugyanis

|f(t2) = f(t1)| = |lla+tab —c|| = [la+ t1b —c]||
<|[(a+t2b—c)—(a+tib—c)|| =|(t2 —t1)b| = [t2 — t1| - [|b]|.

Mivel a fiiggvény alulrol korlatos is, van minimuma.
b) Legyen e: y = a egy z tengellyel parhuzamos egyenes, és P(xq,yo). Ekkor

d(P,e) = min (Jwo — P + [yo — ")/ = (lyo — a")'/" = |y — al.
és ezt x = zg-ra el is lehet érni. Ugyanigy igaz, hogy P-nek egy e : x = a egyenestdl

vett tavolsaga |xg — al.
c¢) l-normaéra:

l—-2z+1-20=2-3z, haz<3i
flz)=|lz—-1+2z2—-1|=XR1—-z+2x—-1=uz, ha $ <z <1
x—1+2x—1:3x—2, hal<z
Az els6 szakaszon f(3) = 3, amasodikon 1, a harmadikon f(1) = 1 a minimum, teh4t

d(P,e) = 3, és az e P-hez legkdzelebbi pontJa (3,1).
Fuklideszi norméaban az egyenesre allitott mer6leges talppontja, azaz y = 2x és y =
— 32 + 3 metszéspontja, azaz (2, 2) a legkdzelebbi pont, és d(P,e) = -

%I

oo-norméaban

max{1l—z,1-2x}=1-2x, haz <0

max{l—z,1—-2z}=1-ux, ha0<x§%
max{ |z — 1,2z -1} =¢ max{1l—=z,2z -1} =1—=z, ha§<x§§
max{1l—z,2r—-1}=2r—1, ha3<z<1

max{z—1,2r—1}=2r—-1, hal<z

A minimum az egyes szakaszokon 1, %, %, %, 1, tehat d(P,e) = %, és a legkozelebbi
2 4
pont (g, g).



