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. Legyen A € R**? az origé kérili +45°-o0s forgatds, B pedig az = tengely irdnyi kétszeres
nyujtds standard mdtriza. Hatdrozzuk meg a két mdtriz és a BA szorzatmdtriz 1-, 2- és
oco-normdjat geometriai €s algebrai modszerrel is!

Megoldds: Az 1-norméhoz tartozod ,egységkor” az (1,0),(0,1),(—1,0),(0,—1) cstucsu
négyzet, amelyet az A vizszintes-fliggleges oldali négyzetbe forgat, és az ezt tartal-
maz6 legkisebb, origé koriili ,kér” cstcsai (v/2,0),(0,v/2),(—v/2,0),(0,—+/2). tehat
az eredetinek v/2-szerese, igy ||Al1 = V2. Az 2 irdnya kétszeres nyujtas pedig
(2,0),(0,1),(—=2,0),(0,—1) csticst rombuszba képezi az ,egységkort”, és az 2 sugaru origd
kozéppontu ,kor’-be fér bele, igy ||Bl|1 = 2.

A oo-normahoz tartozo ,egységkor” az (1,1),(—1,1),(—1,—1),(1,—1) cstcst négyzet, az
elforgatottjanak a csticsai (v/2,0),(0,v2), (—=v/2,0), (0, —v/2), és ez az eredetinek +/2-
szeresébe fér bele, tehat ||Alloe = V2. Az x iranyu kétszeres nyujtas ezt az ,egységkort”
(2,1),(-2,1),(=2,—1),(2,—1) cstcsu téglalapba viszi, ami az eredeti négyzet kétszeres
nagyitottjaba fér bele, tehat ||Bllc = 2. Végil az euklideszi egységkort a forgatas
onmagaba viszi, igy ||Al|2 = 1, a nydjtas pedig olyan ellipszisbe viszi, ami 2 sugari korbe
fér bele, igy || Bl|2 = 2.

o AR T e O 120 . . ) _
Matrixosan: A = 7 [1 1| & B = 0 1l Kozvetleniil leolvashato, hogy ||A||; =

|Allso = V2, ||B|l1 = ||Blloc = 2, s mivel A*A = I, és B*B = diag(4, 1), a 2-norméjuk,
azaz a legnagyobb szingularis értékiik ||A|ls =1 és ||B]|2 = 2.

. Hatdarozzuk meg az aldabbi mdtrizok Frobenius-normajdat, 1-, 2- és oo-normdjdt €s
spektralsugardt!

1 1 0
A=lo 1 1], B:[_} ”
0 0 O
Megoldds: || Allr = V4 = 2, |41 = max{1,2,1} = 2, [|A|lec = max{2,2,0} = 2,
1 1 0
p(A)=1,és A*A= |1 2 1|, aminek a karatkerisztikus polinomja —x3 + 422 — 3x =
0 1 1

—z(z —1)(z — 3), igy || All2 = 01 = V3.
IBllr = vA=2, |Blly = max{2,2} = 2, | Bl = max{2,2} =2, kp(x) = (22— 20+2),

B sajatértékei 1+ i, és p(B) = V2. Végill B*B = {(2) 3 ’
V2,V2, &s Tgy || B2 = V2.

. Mutassuk meg, hogy eqy A € C™*" mdtriz spektrdlsugara leqfoljebb akkora, mint bdrmely
indukdlt mdtrixnorma szerinti normdja, képlettel:

tehat B szingularis értékei

p(A) < || Al,

specidlisan legfoljebb akkora, mint a 2-normdja!

Megoldas: Legyen v a maximalis abszolut értékd A\ sajatértékhez tartozo sajatvektor.
. Av

Ekkor [|Av| = [|Av]| = [A[[v] = p(A)|[v], tehat [|A] > Lol = p(A).

. Mutassuk meg, hogy ha A normdlis mdtriz, akkor a 2-normdja eqyenld a spektrdlsugardval!

Megoldds: Legyen A normaélis matrix, és |A1] > |A2| > -+ > |\, | a sajatértékek abszolat
értékei. Ekkor van olyan V unitér métrix, amellyel V1AV = D = diag(\i,..., \,).
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i .
Vegyiik az U = diag(ey,...,&,) unitér matrixot, amelyre ¢; = { [Ail? Ea ;Z 7 8
> a A = U
Ekkor A = VDV* = (VU)diag(|A1], ..., | An])V* SVD felbontas, mert VU és V' unitér, és

a kozépsd diagonalis matrix atlos elemei nemnegativ valos szamok fogyo sorrendben. Igy

|All2 = o1 = [A1].

9 9 mdtriz legjobb 1 rangu kozelitését a Frobenius-, 2-, 1- és oo-norma

szerint! (Az elsé ketténél haszndljuk az Eckart—Young-tételt!.)

. Adjuk meg az [5

Megoldds: A Frobenius- és 2-norméban valé kozelitéshez szamitsuk ki az A = B 31

matrix SVD felbontéasat.

A*A = ﬁi 1;1},6’35 ka<a(x) =% — 37z + 36 = (z — 36)(z — 1).
A* A ortonormélt sajatparjai (36, \%(2, 1)) és (1, \/Lg(—l, 2)) Ebbél
112 -1 1 112 -1 1 12 -1 6 0
vegll o) =% ) vesll ) o=l Y
2

) ’ 24/5 12/5
_ * 1) = L L =
Ebbsl A =UXV*, és A —ﬁM[ﬁ]ﬁ[? 1]—{12/5 6/5}'

A kozelités hibdja Frobenius- és 2-norméaban is 1.

Az l-norma és a oo-norma koziil elég a oo-norméra megoldani a feladatot, ugyanis
a matrix szimmetrikus, ezért a oo-normabeli legjobb kozelités transzponéltja adja az 1-
normabeli legjobb kozelitést.

1 hibaja kozelitést konnyd talalni: , tehat csak azt kell megnézni, hogy van-e

4 2
2 1
ennél jobb. Mivel minden szidmot legfoljebb 1-gyel valtoztathatunk, a szamok pozitivak
maradnak, és a fels6 sorban az els6 elem marad a nagyobb. Tehat ahhoz, hogy a rang 1
legyen, azaz a B kozelit6 matrixban by1 /b2 = bay /bas legyen, az alsé aranyt novelni kell,

a fels6t viszont csokkenteni, mivel |z| + |y| < 1-re

2 2
vo _24lal | lel+ bl _,
24y = 2—yl 2 -yl
Az als6 arany novelése soran gazdasagosabb csak a masodik elemet csokkenteni, ugyanis

x # 0-ra
2—|—:1:<2—}—]x| 2

24y~ 2—|yl " 2—|z[ -y’

mert 4 — |z|? — 2|y| — |z||y| < 4—2|y|, tehat az f(z) = 7% monoton névé figgvény ([0, 1)-
en) valamely z < |z| + |y|-ra veszi {6l ugyanezt a ngTx aranyt.
Ugyanigy érdemes az els§ sort is csak a maéasodik elemben valtoztatni. Itt az aranyt

csokkenteni kell, és x # 0-ra

54+x _ 5—|z| 5
> > ;
24y — 2+ 1yl 24 |y[ + ||

ugyanis 3|z| — |z|ly| — |z|*> > 0, mert a feltevés szerint 3 > 1 > |z| + |y|. Tehat az

24z
5+x
24y

monoton fogyo fiiggvény a [0,1)-en valamely z < |z| + |y|-re veszi fol ugyanazt az
aranyt.
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Végiil azt kell megnézniink, hogy 0 < z,y < 1-re mi az z és y maximumanak mini-

muma az >— = =, azaz 2x+5y = 6 feltétel mellett. Ezt a minimumot y = x esetén érjiik

24x ~ 2—y’
el igy x =y = g. Tehat co-normaban a legjobban kozelité < 1 rangt matrix [ 9 280// 77] ,
a kozelités hibaja pedig 6/7.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy d-reguldris egyszerd iranyitatlan grdf szomszédsdgi mdtrizdnak
spektrdlsugara és 1-, 2 és co-normdja is d.

Megoldds: Minden sordsszeg és oszlopOsszeg d, igy az 1- és oo-norma is d. A 4. fela-
dat szerint emiatt a spektralsugar legfoljebb d, masrészt a csupa-1 vektor sajatvektor d
sajatértékkel, igy a spektralsugar is d. Végiil, mivel a matrix szimmetrikus, igy normaélis
is, a spektralsugara megegyezik a 2-normajaval, tehat az utobbi is d.

. Mi a spektruma az aldbbi grifoknak? Az a) és b) feladatbeli grifra keressik meg a
sajatvektorokat is!

a) 3, illetve 4 szogponti teljes grif

b) 4 hosszi kor

e

Megoldds:  a) Altalanosan is konnyt megadni a K,, teljes graf spektrumét. Ugyanis a
graf szomszédsagi matrixa J — I, ahol J a csupa-1 matrix. Tudjuk, hogy J-nek a
0 (n — 1)-szeres sajatértéke (mivel r(J) = 1), és még az n egy sajatérték, tehat K,
sajatértékei: —1 (n—1)-szeresen, és n—1 (1-szeresen). Specialisan n = 3-ra —1, —1,2,
ésn=4re—1,—1,—1,3. A K,, (n—1)-hez tartozo sajatvektora az (1,1,...,1) vektor
(és skalarszorosai). A —1-hez tartozo sajatalteret kigeneraljak az (1,—1,0,...,0),
(0,1,-1,0,...,0), ..., (0,...,0,1,—1) vektorok (a O-kban 1+ (—=1)+0+...+40=0
a szomszédok értékeinek Osszege, az 1 értéki csiucsban —1, a —1 értékiiben pedig 1).

b) Mivel minden csics két szomszédja két atellenes (egy atlo két végpontjan levs) csucs,
0-hoz csak az a vektor lehet sajatvektor, ahol az atellenes csiicsok értéke egymas
negativja, azaz (a négyszogon korbejarva) az (a, b, —a, —b) alaku vektorok. Ezek egy 2-
dimenzios sajatalteret generalnak. Mivel a graf 2-regularis, spektralsugara 2, és ehhez
tartozo sajatvektor (1,1,1,1), tovabba mivel paros graf (vagy mert a matrixanak a
nyoma 0), a —2 is sajatérték, ehhez tartozik az (1,—1,1, —1) vektor. A spektrum ezek
szerint 0,0, 2, —2.

c) Irjuk fel a grafra, hogy a A = 0 és a A # 0 sajatértékekhez milyen sajatvektor tartozhat.
A = 0 esetén a két kozépss csticsban 0-nak kell lennie, mert a leveleken a szomszédok
értékeinek Osszege 0. A kozéps6 cstucsokban is 0 kell, hogy legyen a szomszédok
értékeinek Osszege, ezért az egy oldalon levs két cstcson az értékek egymas negativjai.

Tehat a 0-hoz tartozo sajataltér 2-dimenzios, és az (1,—1,0,0,0,0) és (0,0,0,0,1,—1)
vektorok generaljak.

Most tekintsiink egy A # 0 sajatértéket. Ha valamelyik levélen 0 lenne, akkor kénnyen
lathato, hogy minden csticsban 0 allna, tehat nem kapnank sajatvektort. Igy feltehetd,
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hogy az egyik levélen 1 all. Ekkor a szomszédjan A, annak a mésik levelén is 1, a masik

oo 2z 27 z L3 z z z 2—
kozépsén A2 — 2. végiil a maradék két levélen 2-—2.
J Py
222
1 —
: A A2 i
1 A2 _2

A

A jobb oldali koézépsé cstics miatt A3 — 2\ = X\ + 2 - )‘2/\_2, azaz \* — 5)\? + 4 = 0,

amibdl a méasik négy sajatérték +1, £2. (A sajatvektorok is konnyen leolvashatok, ha
az abran behelyettesitjiik A\-ba a konkrét értékeket).



