NEV NEPTUNKOD
Bevezetés az algebraba 2 1. vizsga — elmélet 2024-06-05

A tesztkérdésekre 20, a definicidk, tételek preciz megfogalmazdsdra 10, a bizonyitdsos részre 10 pont kaphats. A
vdlaszokat irjuk a kérdéshez tartozd iires dobozba! Kidolgozdsi idd 60 perc. Segédeszkoz nem haszndlhato!

1. Mindegyik allitdsrol dllapitsuk meg, hogy igaz vagy hamis (I|H)! (6 pont)

a) Ha egy V vektortér valamely bazisabdl elhagyunk egy elemet, akkor amit kapunk, nem lehet generdtorrend-

szere V-nek.

b) Ha f:R3 — R3 linedris transzformaci6, akkor vagy f képtere, vagy f magtere legalabb kétdimenziés.
¢) Ha ¢ komplex bilinedris (azaz szeszkvilinearis) fiiggvény, akkor ¢(ix,y) = p(x, —iy).
d) Minden valés métrix ortogondlisan hasonlé egy hdromszégmatrixhoz.

e) Ha egy 2 x 2-es val6s szimmetrikus matrix indefinit, akkor invertdlhaté is.

HNENnN

f) Ha A spektralsugara 1, akkor az A* (k € N) métrixsorozat konvergens.

2. Adjunk felsé becslést x + 2y — 2z abszolut értékére a CSB-

egyenlétlenség alapjan, ha az ,y, z € R szamokra 22 + y? +
2

24 =4.

3. Hiny olyan v vektor van R%*ben, amellyel egy adott
{a, b, c} ortonormélt rendszert ortonormdlt bazissa egészit-
hetiink ki? (2 pont)

4. Adjunk meg egy parositast az aldbbi betilk és sza-
mok kozott tigy, hogy az R? betiivel jelolt tipusid lined-
ris transzforméciéinak a standard matrixa mindenképpen
kielégitse a hozzdrendelt szamhoz tartozé tulajdonsagot!
A: altérre vald vetités 1: ortogonélis

B: merdleges vetités 2: egyenl6 6nmaga négyzetével

C: forgatés 3: szimmetrikus

(2 pont)

5. Adjunk meg két kiilonb6z8, matrixot, amelyek hasonlék az

Ll) (2)] mitrixhoz, de egyik sem egyenls vele. (2 pont)

6. Hény negativ valés gydke lehet a p(z) = ax® — bzt + ca® —
dx? + e valés polinomnak, ha a, b, ¢, d, e pozitivak?

7. Mi lehet az A méatrix minimalpolinomja, ha A nem diago-
nalizalhato, és a karakterisztikus polinomja k(z) = 23(z+2)?

1 0
0 2
matrix Frobenius- és 2-normdja? (2 pont)

8. Tegyiik fel, hogy A € R?*2, és ATA = [ } Mi az A




9. Definidljuk egy A sajatérték algebrai és geometriai multiplicitasat! (2 pont)

10. Mondjuk ki pontos feltételekkel azt a tételt, amely egy mdatrix minimalpolinomjanak m(z) = f(x)g(x)
felbontdsdhoz tartoz6 blokkdiagondlis alakrdl szél! (3 pont)

11. Adjunk két ekvivalens feltételt arra (a definiciét is beleértve), hogy egy V vektortér az U; (i € I) altereinek
direkt dsszege! (3 pont)

12. Milyen feltételek mellett lesz egy szeszkvilinedris ¢(x,y) bilinedris fiiggvény hermitikus skaldrszorzat?
(2 pont)

13. Bizonyitsuk be, hogy a sajitalterek osszege direkt Gsszeg! (6 pont)

14. Bizonyitsuk be, hogy minden valds pozitiv szemidefinit matrixnak van pozitiv szemidefinit négyzetgyoke!

(4 pont)




